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��� A �	 ��+���
 6�� ������ �	 �	)�	
 �� �%(��� �� �	�
�	
��� ��*
����	�� , �� �%(�� �� �������� =��7� �	 �%(��� �� �	�
�	
� ��	
���
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 �� �	��
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�������� �� �����(� ∀ �( ������ ,
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������'	�

$5* → Reln(t, t, . . . , t)6#�#7
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∀x(���!��	
�1(x) → love2(alis, x))
¬like2(cat, bill)
walk1(dina) ∨ run1(bill)
beverage1(x) ∧ offer3(cat, alis, x)
(∃xdancer1(x) → x = cat)
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 A� ��,� ������ ��� n� �� (�	��� ���� (���	� ���
�'� 4�, �	 �%(�� ��� 
�� t1 �	 �� �������'	 ���!��	
�1(x) 6�� ������ x7�
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�
�� love2� �� (�	��� ��� ��� +'�(���� (/� �����D�� ��
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���� ��� ������ �	 �� �	�
�����'	 �� ���� �	�� ���(� ��
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�� ��� ����(� (�	��	��� I
�� �� ((�	
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���	���� 
�	�� &����� ��
��	�
�&�� �� �������	
���'	�  �
 � ����������(�
(/� �����	
� �	 �)�(��� �������� .��(/�� �	 �� ���%
�� 2 +�(���A���(�
�� (�
� ���� 4���� ��
 �	 �	 ��	���)� �� (�,� ��������� �������&�� 5
��� �% 	
�(� �� ���� ���� ��� ��� +'�(���� ��
�	 �	
��
�&�(�	
� ������� �
����	�� ��� ��	���)� 	�
����� ���� 4���� �	� �������'	 �	
�� �� �	��
�&�
�'����� �� ���	
�������� , �� �%(��� ��� ��+���
 A �	 +����� ����	�*

������ ��� ?	����� ���(� ��	��� �	 ������ ��� ��
���%�� ��	
/�
���� ���
?	���� �� �� ������	
� (�	����

6�7 5� ��
���%� �� &����� ��� ��	
���(� 8� �� �����(� � ����	� ��
�� �%(��� �� �������� �� A�

6��7 5� ��
���%� �� 	(���� ������ ��� ��	
���(� (6� �� �����(�
�	 �� �%(��� �� �	�
�	
� �� A�

6���7 5� ��
���%� �� ��
��(�	����� 6�	 ���
����	 (/� �	���� �� ��
%��*
��7� ��� ��	
���(� �&%� �� �����(� �	 �� ���	
�������� ∀ ,
∃�

6�&7 5� ��
���%� �� �	)�	��	��� ��� ��	
���(� �� �6!� �� �����(�



���� ������ 
� ������ 	�
�� #<

�	 �� �������� �'���� ∨ , ∧�
6&7 5� +���� N�	 �� ��	 	�� �
�� 	�
	���O �� �������(� �	 �� �%(�� ¬�
6&�7 5� +���� N�����	������O �� �������(� �	 �� �	��
�& →�

6&��7 5� +���� N����� 
� ���� �����O �� �����(� �� �	��
�& ↔�

6&���7 5� ��
���%� �� ��	(����� ��� ��	
���(� (*5� �� �����(� �	
��� &�������� x0, x1, x2, . . .�

6��7 5� ��
���%� �� ���
�	
�&� �(�	��� ��� ��	
�(� 6���� �� �����*
(� �	 ����	� �%(��� �� �������� �� A�

I� ��� �� �%(��� �� �������� �� A 
��	�	 ��+���	
� ������ n� ����(�
����� ��� &���� 
�	���	 ������ �	� ��/��� ��� ��/��� 
���� �
�� 5� (�	���
�� 4����� �� �( ������

♣ 5� &���� �	
��	��
�&� , �� ���
�	
�&� �(�	�� ���/	 ������� �
�%(��� �� �������� �� ������ n = 1�

♣ 5� &���� 
��	��
�&� ���/	 ������� � �%(��� �� �������� �� ���*
��� n = 2�

♣ 5� &���� ��
��	��
�&� ���/	 ������� � �%(��� �� �������� ��
������ n = 3�

���	���(� ��� �'� 
�	�(� �%(��� �� ������'	 �� ������ �	� ��  �
� (/� 
����  �
� (��(� �������'	 �� ����(� 4���� �	 �� ��
%�����

♦  � ��
��(�	��� N�(����O �� ����� � ∃�
♦  � ��
��(�	��� N�&��,���O �� ����� � ∀�

, �	 ��� �	)�	��	���

♥ 5� �	)�	��'	 N�O �� ����� �	 ∨�
♥ 5� �	)�	��'	 N�	�O �� ����� �	 ∧�
�	 ��
�� �	&�	��	�� �����%� ��� ����� �� (�	��� �	 ��� �����(� � ���

��� +'�(���� �� L(A) ���� ��� ����	�� �� ������� ���(� �'( �� �
��	� ��
���(��� �� ��� ����	�� �)�(��������� ������� . ������ ���� ����� ����� ���!
�	
�� �( �� ����'	 4��� ��+���	��� �� 	(��� ���� ����� �� �� �����*
��'	 (�	��	���� ����(� �� ���� �	 �� �������	
���'	 �	 �J5 �� �%(��
�� �	�
�	
� 
���� ���� &�(� ��� �� ����'	 ��� �� &��� 
��	��
�& ���� ��%
��� ���(� �� !*�%(�� �� ������'	 ����2� �� ��
��(�	��� ����� �� �����
�	 �	 ���	
������ ∀� , �� -�
�( �� ���! �	
� ��� �� �� �)�
 �� �� ����'	
�� ���� ��������� �( ��
� ���
�	
�& �������	
� � (��4� �	��&���� 6
��



#E ������	 �� ������ �������

������� ��� ���	 ��
������ ��� ��17� ���(� ���� �	 ��	(���� �� ���
������ ���
���� �	
�� �� ������	�� � �	� &�������� ����(� x� ��� �����*
��(�	
� �� �� ��� ,��� ��) �� ����	�� ��� ���	
������ ∀� , ��� ���� ��
��
�	 �� ������'	 ���!��	
�1� 5����(� ��% � �� +'�(��� �� �� �J5 ��� �������	
�
� �� ����'	� ∀x(���!��	
�1(x) → love2(alis, x))�  	 ��
� �)�(�� 4�(� ��*
)�� ����%��
�(�	
� �� ���%	����� �� �� �%(��� �� ������'	� ��� ��� 	
4���(� �	 �� �)�(��� ��������	
���  �
 �� 4��� ���� (�,� �����������
�	 �� ���
���� ���
���(� �� (�
���� ���(��� ��� �� 	 	� ���&� � ����	�
�	+���'	�  � ���
 �� ��� 
�������	�� � �� �J5 �� ��� ����	�� ����� ��
�
��	�	 ��(����(�	
��

�	
�	����(� �4�� �	 �� 
��(�	��%� ��� �����(� ���� �� ��(/	
����
���	 A �	 ��+���
� L(A) �� ��	���)� �� �� �J5 ���� ���4 ��+���
� Σ ∈ L
�	 �	)�	
 �� +'�(���� ,M �	 (��� �� L(A) 6�� ������ �	� ����)� (D,F )�
�	��D �� �	 �	)�	
 ���(�� �(�	� �� �	
�����
���'	 , F �� �	� +�	��'	
�� �	
�����
���'	 
�� ��� � ���� �%(�� σ �� A� F (σ) ∈ Dn �	 �	 n
�������7� 5��(���(� � M �	� ��	�
��'� , � ���� s ∈ Σ �	� �����(��'��
�� s �� 
�� ��� M � s ����(� ��� �� ���������'	 �� ��������	��	� �	 ��
�	
��
 M  ��� �� �	
��
 M 	 ���(�
� � �� ���������'	 s� �� �� ��
�	
����� s �� 
�� ��� M |= s ����(� ��� �� ���������'	 �� ������	��	� �	
M �

5� ��A'	 ���� �	������� � ��� +'�(���� �� L(A) �( ���������	�� ��
��� �� ��(/	
��� �� �� �J5 	� ���(�
� ����� �� �	� +'�(��� φ �� &��������
�	 �	 (��� M � (�, ������� � �( +�	��	�	 ��� ���������	�� �	 ��
��	���)� 	�
����� 5� (���� �� �� ���
�� �	 �������� � ��
����	�� �	
�� ��	���)�� 	�
������� ���� �� ���	 �	� +'�(��� ����� 	 ��� &�������� �	 �	
(���M � ����� ���� �	 
� (��� ���
�	
M ′� �� ��
� ���
�� ��
�� ��(/	
��� �� �� �J5� .��(/�� �� ��(/	
��� ����� �� �� �J5 �� (�, ��(����
� �� �	
����'	 ��� ��� ����&���	
�� �	 �� ��	���)� 	�
���� 
��	�	� �� �)�(���
�� ���	�� 	�(��(�	
� ��� �	� ����'	 �(� ���� �
�!� 
� %��� ����� ��
&�������� �	 �	� ��
����'	� �� �	 ��� ��
����'	 
�	
 .��� ��
/ �+��
�&�(�	
�
��(�	�	�� �( 3��� ��
/ �����	�� ��� ��
 �� �������(�	
� � ��� ��
��(/	
��� �� �� +'�(��� φ ≡ walk(alis) ∧ run(bill) 	� ����� ���� M |= φ ��
, �'� �� M |= walk(alis) , M |= run(bill)� � ���� ������ �� , �'� �� �	 ��
(��� M �� 
��	� ��� F (alis) ∈ F (walk) , F (bill) ∈ F (run)�  ���� �� .���
��(�	� , ���(/� 3��� �����

.4�� &��(� ���� ��� 	� ���&� ��
� �� �)�(��� ���	��(� �	�
��
����'	 M � �	�� ��
 ��
/ �	+��(� , ���	�� 4���� �	 &��)� �� � ���
�����
� �� ������
� �	 �� ����	��	��� ������	���	
�� �	
	��� �� 	�
����
��� �� ����	� �	������� �� �����	
� � ��
 ��� �(� &� ��� ������	�� �
��

�� �������)� Q�
 � ���%� �	��� �������	� �� ����'	 s = $
	 �� ���� �	
��
� ��
����'	 M �



���� ������ 
� ������ 	�
�� #F

���	��(� ��� 
�	�(� ����
� �	�	����� Σ , ��� 
�	�(� �	� ��*

����'	 ����  4��
�
��� M � �� 	� �	
����� ��(���� �� ��
����'	 M � 
��
��
����'	 M ′ �	 ���� � �� &�������� �� �� �	�	����� �� Σ� ����(� ��� ��*
����� �� �������� ���4� &�������� ������
 ��M � 5� ��(/	
��� �� �� �J5 	�
���(�
� ��
��(�	�� �� &��� �� &����� �� �	� ����'	 ������
 �� �	 (���
�� �	� (�	��� �����
��  	 �� �)�(�� �	
����� �� M � s 6� ��� ���	�����%�
��� ��
 	 ��
/ �	+��(�7� �� �	������� ���%� ����� � 
�� ��
����'	 M ′

���� �	
�	��� �	 �� 
�/(�
�� ���A/ ������� �����	
�	� ��� �( *
��
��� ���� ��� 
��	��� ���� 
�)

 �
� 
�� �� ����� �	 (�, �
���A���� �	 
����� �( �� >�A	�(��	

.�
(/
�� �	 �� /��� �� ?	
�����	��� .�
������ 6.?7� ������	� �� �	+�*
(���'	 �	 �	 (���� �� (/���	� 
��
� �� 
(�� ������	��� ������� �	 ��
&�������� �� N�	�	����� �(��
�	
��O� ��� �� ���(�
�	 �	���A�� �� ��
��*
��'	� �	 ������'	 �	 �	 �)�
�& ���� 5� &�	
�)� ��� ���% �� 
��	� �� ���
��� �	�	����� �	 ������
� �� �� �����(��� ����	 �� �	����� �� �����
�	+�(���'	 
��
���� � �� �(��
�����  	 	���
� ���� ��� �	 
��
�(��	

������� � �� ��(/	
��� ��� ��	���)� 	�
���� 	� ���&� � 
�	�� ��� �	���A��

� 
�� �� �	�	������ ����	� �� �� ������ �	 �	L��
�&� �	���� ����
�� (/� ������(�	
��� 4����	
�� �� �� ��	��� 	�
�&�� ?	�����&� �	 �� ��	��*
�� ��	���)� ��� �����	 �� �	
���)� ���%� �����	
���� �� ���� �	������(�
�� �)�(���

6#�!7 +���� ���
� ����� ���� ���!��	
��

. ��
� ����'	 �� ���%�(� ������ �� +'�(���� �� L(A)� � ������

6#�27 ∀x(woman(x) → ∃y(���!��	
�,�- ∧ love(x, y)))
 ���	

6#�$7 ∃y(���!��	
�(y) ∧ (∀xwoman(x) → love(x, y)))

��,� ���	������� �� ���	 ��
/	 ������	��� �� ����	� (�	���� 	 �	 
*

��(�	
� �������� 5 (��( ����� �	 �� ����'	�

6#�<7 +���� �� �
� 
� ���
� ��!�� ���� �����
 ��

� �� ��� �� �� ����� ������ �� +'�(���

6#�E7 ∀x∀y(man(x)∧old(x)∧woman(y)→∃z(beverage(z)∧likes(x,z)∧likes(y,x)))

 ���	 �� +'�(���

6#�F7 ∀x∀y(man(x)∧old(x)∧woman(y)∧old(y)→∃z(beverage(z)∧likes(x,z)∧likes(y,x)))
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�	��� �� 	��&� ���	
�� �� ���	������ 	 �	 �������(�	
� �� (��(��  �
�
+�	'(�	 ����	' ��� �� ��	���� ����	
� (��4� �D� ��� �	 
��
�(��	

�	 �� �J5 ���� �� ��	���)� 	�
���� ��� �(������� ���� �� ������� ����
�	
(��4�� �(���:������ �	 ��
� -�
�(� ��� ��� �� �J5 	 ���� �(���:���*
���� ��� ��A	���� ������ � ��
� �	�����'	� ���&%� �	 �� /��� �� 95� ����
�	
�� ����	��� �� ��� 
��
�� �� ���� �������	�� �� �� �J5 ���� (����� ���
�������	�� ��� ��	���)� 	�
���� �� �	� �����(���'	 �	 ����� ���
� 9
��
�	
�� �� ���	����� ��A'	 ���� ������ � 
���� �	�����	�� ,��� �	 �� (�	���
�� �	����� �� (���� 6��
����	��7� ���� �� 	�
�����A� �� �� (���� ��
�� �J5� �� ������ �	����� �	� ��	
���� �	��������� �� ��
���� �	 ����� �
��� �� ���(�
� (��4� L���������� �	 � ��� �� ������ �� (����� �� ��&�����
��
����	��� >��������(� � ��
� �������'	 ���	� &��(� �� ����	��� �� ��
�J5�

>�&���(� �	 �)�(�� �� �� ��(/	
���� ���	 A �� ��+���
 ��� 4�(�
��
�� 
����)�	�� , �	������(� �� (��� M = (D,F )� �	�� D =
{a, b, c, d, e, g} , F ��
/ ���	��� �( ������

F (alis) = a

F (bill) = b

F (cat) = c

F (dina) = d

F (woman) = {a, c, d}
F (man) = {b}
F (old) = {d, e}
F (beverage) = {g}
F (dancer) = {c}
F (���������) = {b, e}
F (dance) = ∅
F (walk) = {a, d}
F (run) = {b}
F (love) = {(b, a), (c, b)}
F (like) = {(a, b), (a, e), (c, e), (d, e)}
F (drink) = ∅
F (offer) = {(a, b, g)}
F (give) = ∅



���� ������ 
� ������ 	�
�� �� ��	�	� #C

�	 ��
� (���� ��� +'�(����

∀x∃y((woman(x)∧���������(y))→like(x,y)∨∃z(man(z)∧offer(alis,z,beverage)))�
∀α(woman(α) → ¬dance(α))�
∀x(man(x) ∧ dance(x) → drink(x, beverage)) ,
∃x(old(x) ∧ walk(x))

�	 �	���
�	
�� 6��
��+������� �	 M7� ���	
��� ��� ��� +'�(����

∃α(woman(α) ∧ dance(α))�
∃x(beverage(x) ∧ give(alis, bill, x))�
∃z(dancer(z) ∧ woman(z) → z = d) ,
∀x∃y(love(y, x))
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� ������

5���' �� 4�� �� ��&���� �� (�	��� �	 ��� �(���(�	
���(� �� �J5 �	
�����  (��A�(� 
�������	� �� �%(��� ��� ��	���)� ���� ���� �	�*

���� ��� �������	
���	�� �	 ���� �� ��� +'�(���� , �� (����� ����-��
&���(� �( 
������� �� ��(/	
��� �� �� �J5 �	 ����� I �	��(�	
� ��*
��(� �	 �����(� ��� ���(�
� �&����� �	� +'�(��� ���� �	 �	 (���
����

������ ����������� � ������ ��	 �������	� �������	 


������	

.4�� ����(� �� (�	��� �� �(���(�	
�� ��� +'�(����� &�������� , (��*
�� ���� �	 ��	���)� L(A) �	 ����� >������(�	
� 	� ��+�����(� � 	���
�
�)�(�� ��	���� �� 6#�#7 , �� ��+���
 A ���% ����	
��� �	 �� �	 �� &��
� ��� ����� �� (�	��� (/� ����%��
�� 5 ���(�� �� �������	
�� �� ��+���

A�  �
 � ����(� ��%� �����(� �	 /
( �� ���� �� ���� �%(� ��
�	�
�	
� �	 A�  	 	���
� �)�(��� �� /
(� ������	���	
�� � �� �%(*
��� �� �	�
�	
� ���%�	 ����
alis,bill,cat,dina.

5� �%(��� �� ������'	 6� �������'	 ��� �%(�� �� ��������7 �� �����*
��	
���(� �� 
��(�	� �(���)� �� ����� ��,� ������ ������	�� �	
�� ������ ��� �%(�� �� ������'	 ��� �������	
�� , ��, +�	�
� ��� � (/�
������� ������ �� �%(�� �� ������'	� �� �)�(��� �� �%(��� �� ������'	



!" ������	 �� ������ �������

�� 	���
� �)�(�� ������%�	�
woman(X), man(Y), old(Z), beverage(U), dancer(W), rock_star(X),

dance(X), walk(X), run(X), love(X,Y), like(X,Y), drink(V,W),

offer(X,Y,Z), give(X,Y,Z).

 	 ��������� � �(��
�	
� �� �� (�	��� �	 ��� ��
� �� �������	
�	 ������

�� �	 (���� ���� ��
�(���(�	
�� ���/	 �� ���(�	
� ��� �	L���/	 �	 ��
&��� �� &����� �� �	� +'�(����  	 ���	
 �� �%(�� �� ��������� �����(�
�� 
��(�	 �(���) �� �����
eq(X,Y).

M
���A���(� � ��� &�������� �� ���� �( ��� �	/���� �� ��� &�������� ��
�� �J5� I �� ��������� �� �����
all/2� some/2� and/2� or/2� imp/2� iff/2� not/1

���� ���
���� ��� +'�(���� �������� � �� �%(��� ∀, ∃,∧,∨,→,↔,¬� ��
(� ��� �������	
���(� � ��� +'�(���� ¬φ� φ ∧ ψ� φ ∨ ψ� φ → ψ� φ ↔ ψ�
∀xφ , ∃xφ �� (��� ���
not(Phi), and(Phi,Psi), or(Phi,Psi), imp(Phi,Psi), iff(Phi,Psi),

all(X,Phi), some(X,Phi)�
������
�&�(�	
�� .�� ��� 	 4�(� �����
�� ��	 �� �� ����� ��� ����(��*
D�	 ��� ����	���	�� �	 �� �&������'	 �� ��� +'�(���� ������
 �� �	 (����
��	 �(����� �� 	������� 
�	�� �	� +�(� �� �������	
����� �	 ����� .�%
��� ������(� �� (�	��� �	 ��� �� ���	� �� ��
��+����'	 �� �	� +'�(��� φ
������
 �� �	 (��� M , �	� ����	���'	 g� ���� ��� +'�(���� �	�� �	
	��������� ��� ����	���	���

����� ����������
���� M = (D,F ) �� 	
���
 g ��� ���������� � φ ∈ �	
 ��� ���	����

��� �� φ ≡ ∃xψ ���
���� M, g |= ψ �� � ���
 �� ��� ��� ���������	 g′ �� g ���
��� M, g′ |= ψ�

���� �� φ ≡ ∀xψ ���
���� M, g |= ψ �� � ���
 �� �
�� ���������	 g′ �� g �� ���
��� M, g′ |= ψ�

�
��� g′ �� ��� ���������� �� g �� �� ��� ���������� ��� ��� ���� �
�� ����� ��
y �= x �� ����� ��� g(x) = g(y)�

5� ���	���'	 	� �� �� ���� �� �( ����&�� 	���
� ����(�� 5 ���
4���(� ���� �������	
�� � ��� ����	���	�� �	 ���� ���/ �
���A�� ���
��
��� �	�(���	 �� &����� ��� 
(� ���� &������� ��) �� ����	���'	�  �

�������	
� �	 �����(� �� 
(�(� �	 ���	
� ��� ��
�(� 
����)�	� ��)
�� ������
 �� ��� ����	�(� �� �	 	-(�� �	�	�
 	�(������ �� &���������
��	 �(����� �'� 
�	����(� �	 ���	
� ��� &�������� ������ �� ((�	
 ��
�&����� �	� +'�(��� ������
 �� �	 (���� ��
 � 4���(� ��% ����� � ���



���� ������ 
� ������ 	�
�� �� ��	�	� !#

��� �������	�� ������	
�� 	� ����	
�A�	 �
�	�� �� (��( �����
�� ���
4����� �����
�(�	
� �� �� ���	���'	�

����� ����������
���� φ �� ��������
 �� L(A) g g′ ��������
��� � M �� 	
���
� !��
����
M, g |= φ �� � ���
 �� M, g′ |= φ�

����" ����������
���� φ ��� ���	��� �� L(A) g g′ ��������
��� ��� ��#���� �
��	���� �� ���
��� ��� ��� �
 
������ �� φ � M �� 	
���
� !��
���� M, g |= φ �� � ���
 ��
M, g′ |= φ�

5 ��� 	� ���� �� ���(�� �����
�� �� ��� �� �� +'�(��� 	 
��	� &��������
������ 6�� �	 ������
�7 �	
	��� 	 �(��
� �� ����	���'	 ��� ���(� ����
�&������ ���	
��� ��� �� ����	� 	� �	���� ��� ��� -	���� &�������� ��� �(*
��
�	 �� ((�	
 �� 4���� �� �&������'	 �	 �������� ��� �����	 ������ �	
�� +'�(��� � �&������ �� (�	��� ��� ���	� ��
 � 	���
� +�&�� �� ���
� ���
�����(� ���� �������	
�� �	 ���� � ��� ����	���	��� ���/ �	� ���
� &��%�
�	 �� ��� �� �� �	�	������ , �	� ��� �	
�	�� �	 
��(�	 �� ���� �� ��
+�(��
g(X,Value)

�	��� Value �� �� &��� ��� 
(� �� &������� ����� x� 4���(� ��
 �� ����
&������� ����� x ��� �����A�� �	 �� +'�(��� � �&������ ��	��(�	
�� �� (����
M = (D,F ) �� �������	
���(� (����	
� �� �������� �� �����
model(D,F)

�	��� D � �������	
���(� �� �	� ���
� ��� �	
�	�� � �� /
(� ���
�������	
�	 �� �	
�����
���'	 �� �� �%(��� �� �	�
�	
�� �� �)�(��� �*
��%�(� �������	
���� ���
[a,b,c,d].

 ���	 ���(� ���� /
(� �	������ �(�
[a1, a2, a3, a4].

5� +�	��'	 �� �	
�����
���'	 F ���/ �	� ���
� 
�(���	� �� ���� �	
��	� ��
�������'	 ��� ���� �%(�� ��� ��+���
 
��	� �	 �� �	
�����
���'	� �	����*
�� �� �� 
��(�	 �(���)�
f(Arity,Atom,[F(Symbol)])

�	 �	�� �� ���(�� ����(�	
 �� �� ������ ��� �%(�� 6�	��������(� ���
��� �	�
�	
�� 
��	�	 ������ "7� �� ����	� ����(�	
 �� �� /
( ��� ��*
�����	
� �� �%(��� , �� 
����� ����(�	
 �� �	� ���
� ��� �	
��	� � ��
���(�	
� ��� ���	 ��) �� �	
�����
���'	 ��� �%(���  �
� ���
�� ��� �����*
�	�� �� 
����� ����(�	
� 	 �� 
�� ��� ��� �� �������	
���'	 �	 ����



!! ������	 �� ������ �������

��� �	)�	
 Dn� ��% ��� � &���� ���/ �� �	)�	
 6���
�7 &��%6�7� � &����
�	 �� ���(�	
� �	 ����	�� �	 �	)�	
 �� ���(�	
� �� D� 
��� &����
����)�� ���	���� �� ���(�	
� �� D� , ��% ������&�(�	
�� �� �)�(��� ��
�������	
���'	 ��� (��� ��� ��(� �	
����(�	
� ���%��
model([a,b,c,d,e,g],

[f(0,alis,a),

f(0,bill,b),

f(0,cat,c),

f(0,dina,d),

f(1,woman,[a,c,d]),

f(1,man,[b]),

f(1,old,[d,e]),

f(1,beverage,[g]),

f(1,dancer,[c]),

f(1,rock_star,[b,e]),

f(1,dance,[]),

f(1,walk,[a,d]),

f(1,run,[b]),

f(2,love,[(b,a),(c,b)]),

f(2,like,[(a,b),(a,e),(c,e),(d,e)]),

f(2,drink,[]),

f(2,offer,[(a,b,g)]),

f(2,give,[])

]

).

I ��� +'�(����

∀x∃y((woman(x)∧���������(y))→like(x,y)∨∃z(man(z)∧offer(alis,z,beverage)))�
∀α(woman(α) → ¬dance(α))�
∀x(man(x) ∧ dance(x) → drink(x, beverage)) ,
∃x(old(x) ∧ walk(x)),

�� �������	
�	 ������
�&�(�	
� �(

all(X,some(Y,

or(imp(and(woman(X),rock_star(Y)),like(X,Y)),

some(Z,and(man(Z),offer(a,Z,g))))))�
all(Alpha,imp(woman(Alpha),not(dance(Alpha)))�
all(X,imp(and(man(X),dance(X)),drink(X,g)))�
some(X,and(old(X),man(X)))�



���� ������ 
� ������ 	�
�� �� ��	�	� !2

������ �������� �� �� ������ �� ������ ����� �� ����

���

.4�� ������(� � &�� �� (�	��� �� �������	
�� �� ��(/	
��� �� �� �J5
�	 �� ��	���)� �� �����(���'	 ����� ���� ��
� �
���A���(� �� ��������
sat(Formula,Model,Assignment,Polarity)� ��� ���/ �� �	������ �� ��*
�����	
�� �� ��
��+����'	 �	 ����� ����� �� �������	
���'	 �	 ���� �� �	�
+'�(��� 6� ��� ������	�� �� ���(�� ����(�	
 ��� �������� sat/47� ��
�������	
���'	 �	 ���� �� �	 (��� 6�� ����	� ����(�	
 �� sat/47� ��
�������	
���'	 �	 ���� �� �	� ����	���'	 6�� 
����� ����(�	
 �� sat/47�
, �� ���������  �
� -�
�( ����(�	
 �� �� ��	���� ��� 	� �	���� �� ��
�(�

��
�	� �� �&����� �� +'�(��� �( &�������� 6���
�&�7  +���� 6	���
�&�7
�	 �� (���� >�&���(� �( +�	��	� ��
� ���(�� &��(� �� ���� ��	*
������ �� �	��
�&� �'����� 5�� ��/������ ���� �� 	�����'	 �	
sat(not(Formula),Model,G,pos):-

sat(Formula,Model,G,neg).

sat(not(Formula),Model,G,neg):-

sat(Formula,Model,G,pos).

�( �� ����� &��� �� �������� ��L�)� ��� �	����	�� �� ��
��+����'	 ����
�� 	�����'	 �������� 5 -	�� ��� ��
�(� �����	� ���� ��� �	� +'�(�*
�� 	����� not(Formula) �� ��
��+��� �	 �	 (��� Model� �� ����� ���
�	 �� (��( (��� 	 �� ��
��+��� �� +�(��� ��	 �� 	�����'	�  �
 �� �
��� ������� �� ���(��� ��/����� ��� 
��
� �	 �� �������� ���
�&�� .4*
�� ���� �� �������� 	���
�&� �� )��
�(�	
� � ����
� �� ������ �� +'�(���
not(Formula) 	 �� ��
��+��� �	 �� (��� Model �� �� +'�(��� ��	 �� 	�*
����'	 �� ��
��+��� �	 �� (���� I ��
 �� �������(�	
� � ��� 
��	�(�
� ��
����	�� ��/������

.4��� ��� ��/������ ���� �� �	)�	��'	 ���/	
sat(and(Formula1,Formula2),Model,G,pos):-

sat(Formula1,Model,G,pos),

sat(Formula2,Model,G,pos).

sat(and(Formula1,Formula2),Model,G,neg):-

sat(Formula1,Model,G,neg);

sat(Formula2,Model,G,neg).

�� 	��& (���(� ��� � �	�� ��� ��� ��/������ 4���	 �� �(�
�� ��� �	��*
��	�� �� ��
��+����'	 �� �� �	)�	��'	 ��������  �
 ��� ��� �(�� �	,�	
�
���	 ��
��+������� �	 �� (��� ���� �� �������� ���
�&� 6���(��� ��/������
	'
��� �� �� �� ������ , ��� �� �� ������ �	
��	 �� ���� ���� ��
�	)�	��'	7� I ��� �� (�	� �	 �� ���� 	 ��� ��
��+������ ���� �� �����*
��� 	���
�&� 6����	�� ��/������ 	'
��� �� �� ��� ������ �	
��	 �� ����
���� �� ���,�	��'	 ;7� �	 ��
� �� �	��
�&� �������	
���� ���(�



!$ ������	 �� ������ �������

�	
�	��� �	 �� +�(�� ���
�	
��� ,� ��� �	
�	��� �(�	��	� �����
�(�	*

� ��� �	����	�� �� ��
��+���������� ������� �� �� �	��
�&� �( 4���(�
���� �� 	�����'	 , �� �	)�	��'	�  ���	� �(���/	��� �( �	)�	
 ��
�	��
�&� �/���� , ���	� ��� ������	�� ��� 4�, �	
�� ���� 6�� �)�(���
p ∨ q ≡ ¬(p ∧ q)7� �������	
�� �� ���
 �� �� �	��
�&� ���	� �'� ��� ��*
�����	
���	�� �	 ���� ��� ,� 
�	�(� ���� �� 	�����'	 , �� �	)�	��'	�
9�
�� �����(� �� ���(�� ��(�	� .�%� ��� ��/������ ���� �������	
�� � ��
���,�	��'	� �(�������'	 , �� ���� �(�������'	 �����	
sat(or(Formula1,Formula2),Model,G,pos):-

sat(Formula1,Model,G,pos);

sat(Formula2,Model,G,pos).

sat(or(Formula1,Formula2),Model,G,neg):-

sat(Formula1,Model,G,neg),

sat(Formula2,Model,G,neg).

sat(imp(Formula1,Formula2),Model,G,pos):-

(

sat(Formula1,Model,G,pos),

sat(Formula2,Model,G,pos)

);

sat(Formula1,Model,G,neg).

sat(imp(Formula1,Formula2),Model,G,neg):-

sat(Formula1,Model,G,pos),

sat(Formula2,Model,G,neg).

sat(iff(Formula1,Formula2),Model,G,pos):-

(

sat(Formula1,Model,G,pos),

sat(Formula2,Model,G,pos)

);

(

sat(Formula1,Model,G,neg),

sat(Formula2,Model,G,neg)

).

sat(iff(Formula1,Formula2),Model,G,neg):-

(

sat(Formula1,Model,G,pos),

sat(Formula2,Model,G,neg)

);

(

sat(Formula1,Model,G,neg),



���� ������ 
� ������ 	�
�� �� ��	�	� !<

sat(Formula2,Model,G,pos)

).

 � ������	
� ��� �� ��� ��� ��/������ ���� ������ �	 +'�(���� ���	
����*
���� ���� �� ���	
������ ����
�	���� 
�	�(� �	
	���
sat(some(X,Formula),model(D,F),G,pos):-

member(V,D),

sat(Formula,model(D,F),[g(X,V)|G],pos).

5 ��� ��� ��/������ 	� ����	 �� ��� �	� +'�(��� ����
�	����(�	
� ���	
�*
����� �� ��
��+������ �	 �	 (��� �	 �(�	� D �� 4�, �	 &��� V 6��

�� � ��� �� ���� �� ���� �� �������� member(V,D)7 �	 D� 
�� ��� �� (*
������ �� ����	���'	 G �	 �� &��� X � ���
�
�,�	�� �� V 6 ��� ����	�
��+���	
�� �*&����	
�� �� G7� �� +'�(��� (�
��A �� ��
��+������ �	 �� (����
3/����(�	
� �� ���� �� �� ����	� ��� ������� �*&����	
�� �� G �	
�	
�	�
�	 ���� ���(�	
 ��� �(�	� D ���� &�� �� �� +'�(��� (�
��A �� ��
��+������
�	 ����	 �� ��� &������ .4�� ���� �� �������� 	���
�&� 
�	�(�
sat(some(X,Formula),model(D,F),G,neg):-

setof(V,

(

member(V,D),

sat(Formula,model(D,F),[g(X,V)|G],neg)

),

Dom),

setof(V,member(V,D),Dom).

5�� ��/������ �������	 � ��� �� ���	���'	 �� ��
��+���������� 	� ����� �	�
+'�(��� ����
�	����(�	
� ���	
������ 	 �� ��
��+������ ��� ��) ���� �*&����	
��
�� +�(��� (�
��A 	 �� ��
��+�������  	 ��
� ��� &�(� ����	� ���� �*
&����	
� �� G , ����
�	� �� &����� ��� 	 �� 4���	 ��
��+������ 6��
 �
����(� �	 setof/37� �� �� �	�� �� �	)�	
 �� ��� &����� 6Dom7 ��
����� � D� �	
	��� 	�	�-	 &��� ��
��+��� � �� +'�(��� (�
��A , �� � 
�	
�
�� +'�(��� ����
�	����(�	
� ���	
������ 	 �� ��
��+������� ���� �� +'�(���
�	�&�����(�	
� ���	
������ &�&�(� � 
�	�� �� ���	��� ,� ��� �(�	��
�	����	�� �����
�(�	
�� �(�
�	� �� ���	���'	 �� ��
��+����������� �( 4�*
��(� �	 �� +'�(��� ����
�	����(�	
� ���	
�������  ���	� ���� �� ������'	
��� 4�, �	
�� �� ���	
�������� ����
�	���� , �	�&������ ∀xφ ≡ ¬∃x¬φ� ,
���� �� �������	
���'	 �� ���� ��� �����(� �� ��� ���� �� +'�(��� ����*

�	����(�	
� ���	
������� ���� �	�
���� �� �������	
���'	 �	 ���� �� ��
+'�(��� �	�&�����(�	
� ���	
������� M����(� �� ���(��� +�(� (�	��	�*
��
sat(all(X,Formula),model(D,F),G,pos):-

setof(V,



!E ������	 �� ������ �������

(

member(V,D),

sat(Formula,model(D,F),[g(X,V)|G],pos)

),

Dom),

setof(V,member(V,D),Dom).

sat(all(X,Formula),model(D,F),G,neg):-

member(V,D),

sat(Formula,model(D,F),[g(X,V)|G],neg).

�'� 	� ���
� �������	
�� �� ��
��+���������� �� ��� +'�(���� �
'(�����  	 ��*

� ���
� �� �����	
� �	� ������
��� ��+���	���� ��� &�������� �� ��� �	�
�	
���
����� � ��� �� �	
�����
���'	 �� ��� �	�
�	
�� �� ���&� ���� (����	
� ��
+�	��'	 �� �	
�����
���'	� , �� �� ��� &�������� (����	
� �� +�	��'	 �� ����*
	���'	� ����(� ��� ������� �� ����� ��� ����� �� 
��(�	 �� �� ��� �������
�( ����(�	
 ��� �%(�� �� ������'	� .+�
�	���(�	
�� ����	�(� ���
�������� compose/3� ��� 	� ���(�
� ����(�	�� �	 
��(�	 �(���)
�	 �� +�	�
� 6�%(��7 , ����(�	
� 6
��(�	�7� .�% ��� ��
� 4��/ ���
�
��� 
����)� M	� &�A ��� 
�	�(� �� 
�� �� �%(�� , ��6��7 ����(�	
6�7�
���(� ������� � ������ �� �	
�����
���'	� �� ������ �� 
�� �� 
��(�	
6�	�
�	
�  &�������7 ��� �	�	
��(�8 ��
 � �����A��/	� ���(�� �� ���*
����� termSymbol/4� �� ���� �	
�����
� �	 
��(�	 �	 �� (���	��(
������� ���� ��
�� �� ������ � �	� �	�
�	
� �(����	� �� +�	��'	 �� �	
��*
���
���'	 f(Arity,Symbol,Value)� , � �	� &������� ���	� �� +�	��'	
�� ����	���'	 g(X,Value)� I ������� ������(� �� &��� ��� �� &��� ���
�� 
��(�	 �
��	� �� ��
� (�	���� ����� ��	
� �� �� &����� ��� (����
��,�(� �� ���
��� ����(� ���(�� ��� ��/������ ���� ��� ������	�� �	�*
����
sat(Formula,model(D,F),G,pos):-

compose(Formula,Symbol,[Argument]),

termSymbol(Argument,model(D,F),G,Value),

member(f(1,Symbol,Values),F),

member(Value,Values).

sat(Formula,model(D,F),G,neg):-

compose(Formula,Symbol,[Argument]),

termSymbol(Argument,model(D,F),G,Value),

member(f(1,Symbol,Values),F),

\+member(Value,Values).
5�� ��/������ �����	
�	 �� �������'	 �	
����� �( �� ����� &�� �� (�,�
����� �� �����A� �� �������� ��� �� �	����� �� �	
�����
�� �� ����(�	
�
��������(�	
� 6,� ���	 �	�
�	
��  &��������7� .4��� ���� ��� ������	��



���� ������ 
� ������ 	�
�� �� ��	�	� !F

��	������ �( ��� ��/������ ��� �����	 (���
��	� 
�	�(� ��� ���� �� &����
�� �������� termsymbol/4
sat(Formula, model(D,F),G,pos):-

compose(Formula,Symbol,[Argument1,Argument2]),

termSymbol(Argument1,model(D,F),G,Value1),

termSymbol(Argument2,model(D,F),G,Value2),

member(f(2,Symbol,Values),F),

member((Value1,Value2),Values).

sat(Formula,model(D,F),G,neg):-

compose(Argument,model(D,F),[Argument]),

termSymbol(Argument1,model(D,F),G,Value1),

termSymbol(Argument2,model(D,F),G,Value2),

member(f(2,Symbol,Values),F),

�+member((Value1,Value2),Values).

 	 �� ��� �� �� ��������� �� ���	 
���� ���/ 	������� ���� ��� (��(
�������� 
��� &����� �	� &�A �� ���� ����(�	

sat(Formula,model(D,F),G,pos):-

compose(Formula,Symbol,[Argument1,Argument2,Argument3]),

termSymbol(Argument1,model(D,F),G,Value1),

termSymbol(Argument2,model(D,F),G,Value2),

termSymbol(Argument3,model(D,F),G,Value3),

member(f(3,Symbol,Values),F),

member((Value1,Value2,Value3),Values).

sat(Formula,model(D,F),G,neg):-

compose(Formula,Symbol,[Argument1,Argument2,Argument3]),

termSymbol(Argument1,model(D,F),G,Value1),

termSymbol(Argument2,model(D,F),G,Value2),

termSymbol(Argument3,model(D,F),G,Value3),

member(f(3,Symbol,Values),F),

�+member((Value1,Value2,Value3),Values).

�	 ��
� -�
�( �)�(��� ���(� ���	� �	� ���� �� �'( (�	�)�� �� �%(*
�� �� ������'	 ���
������ =� 3��
� ����� �� 
��(�	� � �%(��� , �����	*

��	� �� �	����	� ���	� �� �������� �	
��	 �� ����
sat(eq(X,Y),Model,G,pos):-

termSymbol(X,Model,G,Value1),

termSymbol(Y,Model,G,Value2),

Value1=Value2.

sat(eq(X,Y),Model,G,neg):-

termSymbol(X,Model,G,Value1),

termSymbol(Y,Model,G,Value2),

�+Value1=Value2.



!B ������	 �� ������ �������

���� � !"������� �������	 �� ������	 ��� ������

 	 ��
� ���
� �(���(�	
���(� �	 �������� ��� 	� ���(�
� �&������
�	� �������	
���'	 �� ���� �� �	� +'�(���� �	 �	� �������	
���'	 �� ����
�� �	 (����  �
 �� (�, ��	���� �� ����� �	 ��������� I� ��� �	 �� �����'	
�	
���� ���������(� �	� (�	��� �� �������	
�� �� ��
��+���������� �� �	�
+'�(��� ���� �	 �	 ���� , ������
 �� �	� ����	���'	 ����� ��� ,� ���
�� +�(� �� 
����)�� �� ���� �� &������� �� ��
��+���������� �� ��� ��/�������
� -	�� ��� ����(� 4���� �� ���� �� �������� sat/4 �	 ���-	 (���
,� ���� �	 �	� +'�(��� ��� ���
�	��(� �&����� ,� �� ��
� 
��	� &��������
������� ��� �	� ����	���'	 � ���4�� &�������� ������� �� (��� �� �	� ���
�� �	
��� �� ��� 	 ��� 
�	��� ��(���(�	
� �� ��� �� ���
� &��%�� I �� ������

������� ����	� ��������� ,� ��� pos� �� �����(� &�� ��� �� +'�(��� ���
��
��+������  ���	 neg� �� �����(� &�� ��� 	 ��� ��
��+�������

���(� �	 �)�(�� �� �	� �	���
�� ���	��(� ��� �����(� �&�*
���� �� +'�(��� ∃x(old(x) ∧ man(x)) ��� 
��	� �������	
���'	 �	 ����
some(X,and(old(X),man(X)))� �	 �� (��� ��� 4�(� ��
�� (�*
	�)�	��  	
	��� � -	�� ��� 
�	�(� ��� 4���� �� 4���� �� �	���
�
?- sat(some(X,and(old(X),man(X))),M,[],pos).

�	�� M �� �� (��� 
������ �	 �� �������	
���'	 �	 ����� �� ���
� &��%�
������	�� � ��� 	 4�, &�������� ������ , �� �������� pos � ��� �����(�
&�� �� �� +'�(��� �� ��
��+�������  	
	��� ���� ���/
false

.4��� ��
�� �(���(�	
���	�� 
��	�	 �	 �����D �����(� 
��	��� �� ��
+�(� �	 ��� 
����)� ����� ��	 ������	�� �� �� ����(�	
� �	 �� ��� ��
�����A� �	� �	���
� ��
/	 ���	 �	�
�	������ ���(� ������� �	� �������'	
(�� �	�
����� , ��	 ��% ���� 
��
��/ �� &�� �� �� ��
��+���	 ��� ��/�������
 �
 �� �	 ��
���� ��� �� ������� �� +�(� ��	������ ��� ��� 	 ����(�
����%��
�(�	
� �	 �� 
��
�  � �'��� �	�� ,� �	���,� �� (�	�) �� ���4��
������
����� 3��
� ����� ��� � ��� �� 4���� �� &������� ��� �� �������'	 ���
�	� �������'	 ���	 �	�
������ �	
�� �� �	
�	
�� �� �&������'	�

���� ����
� 	
 �� ������ 	
 ���
� ��	
�

 &����� �� �%(�
�� �������&� �� �� �J5 	 �� ��	����� ��	 �(�����
���(� ���	� �	� ���	� ���� �� � ��� �������

��, � ����� �� ��� (��4�� �)���	�� ��� �� �(��
�	 ���� �� �J5� ��
(�,�%� �� ����� �	 ����&������ . (�	�� �� ���� ��� �� �J5 �� �	����A



���� ������ 
� �� ������ 
� ������ 	�
�� !C

�� �������	
�� �� 
��(� 6�	 	���
� ��� ��� �	)�����	�� &�������7�  ��
��
��� ����
�(����  �� +�	'(�	� (������ � 
��� ����� ��� ����(�
������� ��� �� �%(��� �� ������'	 �	 ��
��(���(�	
� ��	������� ���	�
������� �� �������	
�� ���� ��������� ���� �	����� �� 
��(�� �� �� �� �� ��

��
�(��	
 ������� �� (���� �� �����	 �������	
�� (��4�� �� ��� ����
��� �	�����(�	
� �� �	������ �(������ ������  	 �� ���� ;33"<=� 3���1���	*
3� ����	 ���
���� �� L���������� �� �� �J5 ���� �������	
�� �	
��&��� ��

��(� ������
� ��� �	 �	� ������ , ��	����� (�������'	 ���%�	 �	&��*

���� �	 �	
��&��� �	
�	�� �� 
��(��  � (��� �� �( ������
A = {mia,monday, tuesday, wednesday, person, day, precede, happy}� M =
(D,F )� D = {a, b, c, d}� F (mia) = a� F (monday) = b� F (tuesday) = c�
F (wednesday) = d� F (person) = {a}� F (day) = {a, b, c}� F (precede) =
{(b, c), (c, d), (b, d)}� F (happy) = {(a, b), (a, d)}� ���� ��� ���
�	�� 6, �	*
�����7 (����� �	� ��
����'	 �	�� ��� ��
� +���A �	 �� �%�� 5�	�� , ����*
���� ��� 	 �	 �� ���
��� �	�� �� 5�	�� 6�( �������%�(�7 ������� ��
���
�� , �� ��������� (��	
��� ��� �� ���
�� ������ �� 5�	�� , ������� ��
��������� �� �������� �������	� � �(��� 5�	�� , ���
���  	 ����(�	�
(���� �	� ��
����'	 
�(����� ��� ��
�� �(��	�� �� ���� �	 �	� ����*
�� (�������'	 ���(� �	
������ �� 4�� ��� �%� 6�	&��
��	� �� (���
������
 ����	�� �	 ��� �	
�	�7� F (happy) = {(a, x, y) : x = b ∨ x = d�
#"�"" ≤ y ≤ #F�"" }� 5 ��� 	� ���%� ��� ��� ��
/ +���A �'� �	 ����
�� 4���
�� �� �%�� 5�	�� , �������� 6�����(����(�	
� �	 �� 	�4� ��� �� �	����*

�7� ;33"<= 
�(���	 ��)� �	 ���� ��� 	 �'� ��
� 
�� �� 
��
�(��	
� �	
������� ��	 ��� ���(/� ����� �/����� �	 
��
�(��	
 �� ���(�� ���	 � ���
�'����� �� ���	 ��������

��	 �(����� ��� �� � ��� �% ������ �� �J5 �� �	 
��
�(��	
 ����
�� ���(��� ��
�	�.�
����  ����
���
�� �( � ���%�	� ����	�� �� (�,*
�%�� ������ ��)�� (��4�� ���� ���	��� �4��� (����	� , 
�� (/��  �
�

�� �� ���	
�������� ��
/	 �����	
�� �	 �� ��	���)�� 	�
������ �	 (�*
�4� +�����	���� .�% ��� �	 
��
�(��	
 +�(�� ���� �� ��	���)� 	�
���� ����
��� ����A �� (�	�)�� ��
� 
�� �� +�	'(�	�� �/� ��	� 4�, +�	'(�	� ���
��	��� ���%�	 
��
���� �	 �J5� ������	 (��4 ��� ��	
�� �(-	 �� ���
	��	�� ��
�/� �� ��
� +�	'(�	�� �� 4������ �( �	 ��� �	�
�����*
	�� �	 &���� (����� ��� �	���,�	� ��� 	 �� ��(�
�	 �� �����  	�����*

��� �� �)�(��� �� ����'	 %��� !���� $
	 
���� , &��
 ���� ��� ���
����� ������ ����� �	 ����	�� ��� ������	 �� �	
����'	 ��� ����(� ��
��� 	��	�� �� �	��� , 	�����
�� �� ��� ����(�(� �����
�(�	
� �	 �J5�
���(� ��
 �	 �	 �� (/� �� ��
����� �� �������	
�(� %��� !���� $
	

���� �� know(bill, x) ∧ dance(x) ∧ cat = x , $
	/� ��� ���!�
�� �� 0��
����$
	1223 �� Cat = LovelyCat1990� �	
	��� 
�	��%�(� ��� ����
�� ��
+'�(��� know(bill, x) ∧ dance(x) ∧ lovelycat1990 = x� 5 ��� 	� ���%� ���



2" ������	 �� ������ �������

3��� �� �	����	
� �� ���� ���������'	 �	 �� ��� �� ���	
����� � ��
� �	���*
,�	� 	(���� �� �� �	+�	���� ���� �� �� �������� �����
�&�� �
��
����  �

	 ������ (�, �	����	
� �	 � ��� �	 ���	�� 	�(��(�	
� �� �� �	���

�� �	��(��	
 �� �	� ����	�� ��� �� �� ���(���A�(� �� �	��(��	

�� �� ����	����  �
� -�
�( +�	'(�	 	� ���&� � 
�	�� ��� ����� ��� 
����	
�� �� �'���� ��/���� ���� �	
������	� �	 �� �	
�����	
� /(��
 �� ��� �'�����
�	
�	��	����� �'����� �	�� �� ���	���� �� ��
�	��	������ 	 �� ��(����

��� ��
 	 ���	���� ��� 4�(� ������������ �� 
��(� �� ��&���� �� �'*
���� ��/����� 	� ��� &�,�	 � ��� �	-
���� ��� �������	
���	�� ��� �	�
���(�
�	 ���� ���� ����� �� �� �	
����� 	� ���/ �� ���	 �
������� ���� �� (�
*
� ��� �������(� 	� ���(�
��/ �	���A�� �	� ����'	 �	 �� ��	���)� 	�
�����

��������� �	 �	� +'�(��� �� �� �J5� ���� ���&�� � ��� �� �&������'	 �� ��
&������ ������
 �� �	� ��
����'	� , �������� ������� �	� �������
� �	 ��	*
���)� 	�
����� .��(/�� ��	 ���	� ���������(� �	 ���	 �� ����'	 ���
�	

6�� �)�(��� ����� �	 �	� �'���� (���  (��
�(���7� �� �	�� �� ���	
��
�����%�(� ��� ������� �� �&����� +'�(���� �� �� �J5� �����
 �� �	 (���
6�'� ��� �	 ��� ���� �� 4��%� &����� &����� �	� &�A �� ���� ���� (����
���7� ��	 (�	��	��� ��� �� �������	��� ��� 
��� �	���A�� �� �J5� 	� �������
���� �� 
�� �� ����� ��� �	 �(������� �	 ��� �'����� 	 ��/������

.4�� ���	� �	
�� (�	��	�(� ����	� 
�� N�����(��O ��� �� �J5
�����	
�� ��
����	� �	� �������'	 �� ������
� �� �)�(��� �� ����'	 6#�!7

��	� �������� ��� +'�(���� 6#�27 , 6#�$7� 5 ��� �����	
� �� �	�	&�	��	
� ��
������ ����	� �� ��
�� +'�(���� ���� �������	
�� � �� ����'	�� I �� 4������
�	��+��
����(�	
� �����(� �� +'�(��� ��� ������
�(��  � ������ �����(�
����	� �� ��� ���	��
� �� �� ����'	 ����	��� >�&���(� ��
 �	 (/� ��
�����
5� ����'	 ����	�� ���

6#�!7 +���� ���
� ����� ���� ���!��	
��

M	� �� ��� ���
���� �� �� ����'	 	� ���� ��� ���� (�)�� �(� � ����	�
��
����� ��� ��1� ����� ��� ��� ���� �	� �(� � ����	� ��
����� ��+���	
�� ��
�
���
��� &� �	
��
�&�(�	
� ������� � �� +'�(���

6#�27 ∀x(woman(x) → ∃y(���!��	
�,�- ∧ love(x, y)))
�	�� �� ���	
������ ����
�	���� ��
/ ��) �� ����	�� ��� ���	
������ �	�*
&������ 5� 
�� ���
��� �� �� ����'	 	� ���� ��� ���� (�)�� �(� � �	�
(��(� ��
����� �� ��1� ��
� ���
��� ��
� ���� �� �� +'�(���

6#�$7 ∃y(���!��	
�,�- ∧ ∀x(woman(x) → love(x, y)))

�"� �
	����#���	 �� �	 �!�����	 �	�����	 � �� ����!
 �������	 �
 �� ����
��
	��� �� �� �� ��$����
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�	�� �� ���	
������ �	�&����� , �� ����
�	���� 
��	�	 ����	��� �	&��
����
 �
� �����(�� �� ��/��� �	 �� ��
���
��� �	���	��	
� � �� ��� , ����
�	
&����� +�(�� �� ��&�	
�� �� ��
����'	� M	� +�(� �� 4���� ��
� �� ���	�
���	
� �� ��� �� ���
��� 6#�$7 �(����� � �� ���
��� 6#�27�  �
� ������'	 4���
��� �� ���(��� ���
��� ������ �� 	(��� �� (/� ����	�� (��	
��� ��� �� ��*
��	�� ������ �� 	(��� �� (/� 4���� 5� ������'	 �� �(�������'	 ��� ����
�
�	
�� ����� 	� ���(�
� �	 ����
� ���� ���� �� ����(/
��� �	 �� ((�	

�� 4���� �	+���	����� �� (�	��� ��� �	 �	� ��
����'	 �	�� �� ����	�� ���*

��� ��� &��������� 
�(���	 �� ���(��� ���
��� � ���/�  � ���(�� �����(�
��� ��
 �����	
� �� ��� 	 4���%� ��
�	���� �� ��� �� �(��� � ��+���	*

�� N��
������ ��� ��1O� ��� �� �����(�� 	 
��(�	�	 ���%� �� �	������(�
(/� ���	
�������� ��	
� �� �� ����'	 , )���(� �	 ���� ��&�&��	���
6���(�
/	���7� �
�	�(� ��+���	
�� ����	�� ��� ������ �� �(�����	 �	��
� 
����  � �����(� ,��� �	 ��� 	 
��� ��� ����	�� �� �(�����	 �� �	�
�'�� ���
��� 6+'�(���7� �� (�	��� ��� ��	 ���	� �� ����	��� �	� ��� +'�*
(��� � �� ����'	� ������%�(� ����	� �� ��� ���
���� �������� � �� ����'	
����	��� ��� ��	� ��
� +�	'(�	 	 �'� �� �����	
� �	 ���	
��������� 
�(*
���	 ��� ��
���
���� �� ��/������ ����
�&��� �	
�� 
��� �	�
�����	��� �����	
��
� +�	'(�	� .�% ��� � ����� ���%� ���� �	�	
��� �	 ������(��	
 ���
�� �	 
��
�(��	
 �	�+�(� � ��
� �����(���

J
�� �(�������'	 �� �����	
� �� 
��
�� �� ���	
����� ��������� �	 ��� ��*
�����	��� �( �� �)�(��

6#�B7 5�
�
 �
� 
�� 	�� 
		����	�� �� 
 �����
	�

 	 ���	���� �� �J5 �� �	����A �� (�	�)�� ��
� 
�� �� ��
����	��� 5� �*
����'	 (/� �����
� ���� ��
� �	�	&�	��	
� �� �	
������ �� �'���� �� ����	�
���	� I ��	��� ,� (�	��	�(� �� ���������� �� ����� �	 
��
�(��	
 �	
�� �J5 � ��� �'����� �� ���	 �������� �	 ���
������ � �� �� ����	� �*
��	� 	 ��
/ �� (/� ��&���� �'( �� ����� �� ���	 ������� ������&� ��
�
�	�	&�	��	
��� ���	�����(�	
� ����� �� �	�� ��� �%� ��
���(� �
���A�	�
�	� �'���� ���� �� 
��%� �� 
��� ���� 	���
� (��� ��� ��	���)� 	�
�����
��� 
�(���	 ���� (�	��	�� ��� �� 
��
�(��	
 �� ���(�� ���	 6���(��
��(/	
��� �� K�	1�	7 ���� ����	� ���	 	 �� ����&���	
� � ����	� ���	
6&�� �� ���%
�� $ �� ;�4�CC=7�  	 � ��� ����� ��������(� ����	� 
��
��	���)�� �'���� ��� �����(� ���� �� (����� ��� ��	���)� 	�
�����
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��� �� 
��	 �� ��&���� ����	� ��	���)�� �� �'����� �	
�	��	����� ?	*

�������(� �� �' ��
 ��
� , �	� �� ��� ����&���� �� �' ��
 	��(��
�� �	
��� �� &��
��	
��� �� ��� ��	���)� �������	�� , �� �� ���(�� ���	� ����*
(� 
�(���	 �( �(���(�	
�� �	 ���� �� ��	���)� �� �� �'���� (��� ��
���(�� ���	�

���� ������ ���
������� �������������

9���
� �	
���� �	 �� �����	
� �����'	 �� �� �� ��&���� �� ��	���)� �� ��
�'���� �	
�	��	�� �������	�� 6��� �	���� �	
�	��	�� ����7 , ��� �	� �/����
�����(���'	 �� (����� �� �������	�� ��� ��	���)� 	�
���� (����	
� ��
�'���� �	
�	��	�� �������	�� ��� �	�
�����(��

5� +�(� (/� ��	����� �� �
�	�� �	� �'���� �	
�	��	��� �� �	
������	�
� ��� �� �	�� �( �(��
���� ��
���� ��
�� �����	 �	
�����
���� ��
��+���	
�� (�	����� ��	� ����� � ���
�	
�� �������	�� �	
�	��	����� ���
�	 4��
� ����
 ��	
� ��������� � ��� �������	�� ��� ��	���)� 	�
���� ���
���
�	��	 (������  �
� ���/ �� +�(� ��� �������(� � �	
�	����'	�

������ ������ ����� 
 ���#���� ���#�	�������

�	 �� �	 �� ������� �������(� �� ����	�� ���	���	�� ��� 	� ���(�*

�	 ��
������� �� ��	���)� ��� �����(� (�	�)��� ��(� ���(�� ��� ������
��	
/�
�����
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$
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�
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���� �� φ � ψ �
� ���	���� ���
���� ¬φ φ ∧ ψ φ ∨ ψ φ → ψ � φ ↔ ψ �
�
��	 �&� �
�	�����

����� ���� ��� ���	��� φ ���
���� �φ � ♦φ �
� �
�	�����

���� ���
 ��� �������
��� 
 ������� ��������
 �� �'	��
 #���
 �� ����� ���
������ ���(����� �
� ���	�����

5�� ������ 6�7R6��7 �	 ��� (��(�� ��� ��� �� �� �'���� �������	�� ��/�����
5� ����� 6���7 �	
����� � , ♦� ��� �	 �� �	
�� (�	��	���� ��������
(������ ���(� ����	� �)�(���� 5�� ������	
�� �	 +'�(���� �� �� �'����
(��� �������	�� ♦φ� φ ∧ ψ� φ ∨�ψ� ♦φ → �♦ψ�

.4�� 	�����
�(� �	� +�(� ��� 	� ���(�
� ������� ��/	� �	� +'�*
(��� �� �� �'���� (��� �������	�� ���/ &�������� , ��/	� 	� ����(��
���(/�� ��� ����	� �	
�����
���'	 ���� �� �%(��� � , ♦� ���+���	
�(�	
��
�� (�	��� ��� ��	���� �	 ����	� 	��'	 ��� ��	���)� 	�
����� ��� 	 ��
����� ���
���� �	 �� �'���� �������	�� 
������	�� 6�� 4��4 ��
� �	
�����*

���'	 ���/ �� ��� �� �� �� �����
��%�
��� �	
�	��	�� � ��
� ��	���)�� ��� ��

� �����
���(� (/� �����	
�7�

����(� ��� ♦ ���	���� ������(�	
��  �� ������ ���� �� (�	��� ��� ♦φ
���	�����/ �� ������ ��� φ�  ������(�	
� φ� �� ������ � �� �	�����'	
�� ���������� �� 5���	�A� ���� ��� 
� � ��� ������ �	 �� (�	� ��
����
���	���� ��� ��� 
� � �	 �������� ����� �	 �	 (�	� (������ 6�	
�	����(�
�	 (�	� ������ �( ����� �	 �� ��� �����	 �&�	
� �	 ������'	 �	 ��
(�	� ��
���� �	 ���&� +�(���A���(� ��
� 	��'	7� ����(� 
�(���	 ���
� ���	���� 	��������(�	
��  �� 	������� ���� �� (� ��� �φ ���	�����/
�� 	������� ��� φ�  	��������(�	
� φ�

�� �	
�	��(� � 	������� �( ������ ��� 	 ����� ��)�� �� �&�
��
������� �	
	��� 
�	�(� �	� ������'	 �	
�� � , ♦� . ������ ��� �φ ≡
¬♦¬φ� >��%����(�	
�� ���(� �	
�	��� ��� � ������ �� ������ ��� 	
�� 	������� ��� 	 ������� �� 	��& �����(� � �	� ������'	�  �
� &�A�
♦φ ≡ ¬�¬φ�  �
� �����D� �������'	 	� ��)� &�� ��� �	 �������� �'� �	
�� �� �������� �� ������ , ��� �� 
� ����� ���������� �	 
��(�	� �� �����
��� �� ���)� �( �/����

.�%� �� �������&���� ��� ��	���)� �� �� �'���� �������	�� 
������	��
������ �4�� �(� ������� �� ��������� ��
����	�� �(�

6!�#7 #	/� (������� ��� ��/	 �����	
� ��� ��	 �	/� ��	 ������
���

6!�!7 #� �	 �
� �� �
���� � 	��� �	 ���	 �� (������� �	/� �
���� �

6!�27 #	/� (������� 	�
	 �� �	 �
� �� �
���� � 	��� �	 ���	 �� �
���� �
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6!�$7 #� �	 �
� �� ������
�� 	�
	 �	/� �
���� � 	��� �	 ���	 �� �
���� �

6!�<7 ����
(� �	/� �
���� � 
� �
��� 	��� �� ������
���

 ����
�� �	 �%(��� �� 	���
� ��	���)�� ��� ����	�� 6!�#7*6!�$7 �	�

6!�E7 ♦¬e ∧ ¬�e

6!�F7 ♦p→ �♦p

6!�B7 ♦(♦p→ �p)

6!�C7 ♦�p → �p

���� �� ����'	 6!�<7 
�	�(� �� ���	��� ,� ��� ��� �� 
����A��(�
�(�

6!�#"7 ♦p ∧ ♦�p

��� �� ������	
� 
�(���	 ���%� ����
�����

6!�##7 ♦p ∧ ♦�♦p

 �
� ����'	 (���
�� �� ������A �� �������&���� ��� ��	 
�	�(� �	 ��
�
��	���)�� ��	 �(����� ��
 � 
��
���(� ��������

 � (�
� ���� �	�	
��� ��6�7 +'�(���6�7 ��� �� ������	��	 � �	�
����'	 ������/ ���	� �	
��
�&� �� �)�(��� ���� �� ����'	 6!�#7� ��	��	�
�	 ♦ �( �	 � ������� �	 � �( � 	�������� ���	� �� ��
�� �������	��
e� ��� �����	
� ��� , �����	� �� �	��
�&� �� �� (��(� +�(� ���
4���(� �	 �� ���%
�� �	
����� �
�	�(� �� +'�(��� 6!�E7�

.�	 ��%� �	&��	� �������� ����%��
�(�	
� ��� ������ ��� �������(� ����
�� 
�������'	 �� ��� ����	�� �	 +'�(���� �� ��
� 	��& ��	���)�� . ���
�
�� ��� ������ ����� �	 �� ���%
�� �	
����� �� ��
�(� 4����	� �� �� 	��'	
�� 	��������*����������

♦  � ��&���� ������
���� 6, ����	� �� ��� N��	'	�(�O� �( ���	�
����7 �� ����� �	 �� ������ ��

♦  � ��&���� (������� 6, ����	� �� ��� N��	'	�(�O� �( �
���� (���
�
(�7 �� ����� �	 �� ������ ♦�
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 �
� ���/ �� � ��	���� �� 	��'	 ��� �
���A���(� �	 	���
�� �)�(����
.4�� 	�����
�(� �	� (�	��� �� ������� ��/	� �	��������(� ��� �	�

+'�(��� �� 	���
� ��	���)� ���/ &�������� , ��/	� +�����
?��	
����	� � �� (�	�� �������� �	 	���
�� �������'	 �	
����� �	

�	
��
� �� �	 ������� 6������� �� 
� 	���
�� (��� ��
/ �	 
��
�� ���
�������	�� ��� ��	���)� 	�
����� ��% ��� �	� �������	
���'	 �� ��
� 
��
������ ��A	����7� �����(� � �� ������	
� ���	���'	�

����� ��������� ����� �� ��������
)� 	
���
 * �
������ ��%

��� )� �
�+���
 �
 ���,
 �� �
�����
� K�

���� )�� ��������  ������ R �� K ���	��� �������� �� ������ �������

����� )�� ������� �� ���������� V ��� ��� ���� ���� ����� ��
�
����
��� p � ����
�
�����
 k ∈ K ������ �� ���
� �� ������ Vk(p)�

M����(�	
� �� �	)�	
 K �� � ��	
� W ��	��	� �	 �� �	
�����
���'	
�� (�	�� ������� ��� ,� �����
�(�� ��� �( ,� (�	��	�(�� �� �	*
��������(� (�)� �( �	
��
� �� �	 ��������
>�&���(� �	 �)�(��� H����(� (����� �	 �	
��
 ��� �	������ �� ��*

��� �������	���� p , q ��� ������	��	 � ��� ��
����	�� ������	
��� p�
	� 	� ��	
	
� , q� �� 
������
� ��� M	 ������ (��� �� 0���1� ���� ���
����	�� 6!�#7*6!�<7 �� �� ������	
�� K = {k1, k2}� R = {(k1, k2)}� Vk1(p) = 1�
Vk1(q) = 0� Vk2(p) = 0� Vk2(q) = 1�

.4�� ��� ����(� � ��� �� �	 (��� �	 �� �'���� �	
�	��	��� ���(�
��
������� ��/	� ����(� ��� �	� +'�(��� ���/ &���������

����" ����������
���
 �� 	
���
 M �
� K �
	
 �� �
�+���
 �� �
�����
� R �� �������� ��
������ ������ � V �� ���������� ���
���� VM,k(φ) �� �� ���
� �� ������ �� φ ��
k ∈ K ���
 M  ��#���
 �
�%

��� VM,k(p) = Vk(p) ���� ���� ����� ��
�
����
��� p�

���� VM,k(¬φ) = 1 �� � ���
 �� VM,k(φ) = 0

����� VM,k(φ→ ψ) = 1 �� � ���
 �� VM,k(φ) = 0 
 VM,k(ψ) = 1

���� VM,k(�φ) = 1 �� � ���
 �� ∀k′ ∈ K ��� ��� kRk′ � VM,k′(φ) = 1

��� VM,k(♦φ) = 1 �� � ���
 �� ∃k′ ∈ K ��� ��� kRk′ � VM,k′(φ) = 1

�� VM,k(φ) = 1 �������(�M, k |= φ� 9
�(� ��� 6�7R6���7 �	 ��� (��(��
���	���	�� ��� ���� �� �'���� �������	�� 
������	��� 5 	&��� �	 ���
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������ 6�&7 , 6&7� ��� ����(�	 	���
�� �������'	 ������ �� �� �� ����������
, �� 	���������

���� ��
/� ��� ��
� 	��'	 ����	�� �	
�%	����(�	
� �� �'( ��	��(�
�� ������'	 �� ������������� R� �� ���	
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�	�� M |= φ ���	���� ��� M, k |= φ ���� 
� �	
��
 k ∈ K�

����. ����������
����	
� ��� �� �
�����
 �� 
���
 �� �
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������	���

5� ��	
���� �� �( ������

����� ����������
$
�������	
� �� ���� ��
% ( ) ¬ ∨ ∧→↔ ∃ ∀ ����� ��� x, y, z, . . . �,	 
�
�
�� �
������� a, b, c, . . . � �,	 
�
� �� �������� P,Q,R, . . .�

��� $��� �,	 
�
 �� �
������� � ���� ����� �� �� �� �&�	��
�

���� �� t1, t2 �
� �&�	��
� ���
���� t1 = t2 �� ��� ���	����

����� �� R �� �� �,	 
�
 �� ���	
����� � t1, . . . , tn �
� �&�	��
� ���
����
R(t1, . . . , tn) �� ��� ���	����

���� �� φ � ψ �
� ���	���� ���
���� ¬φ φ ∨ ψ φ ∧ ψ φ → ψ � φ ↔ ψ �
�
���	�����

��� �� φ �� ��� ���	��� � x ��� ����� �� ���
���� ∃xφ(x) � ∀xφ(x) �
�
���	�����

���� �� φ �� ��� ���	��� ���
���� �φ � ♦φ �
� ���	�����

����� ���
 �
� ���	���� ��� �������
��� ��� �� 
 ������ �����
 �� �'	��
 #���

�� ����� ��� ������ ����(������

5 ���(�� �� &�� �)�(��� �� �������	�� ���	 �	�
�������

∀x∃y(R2(x, y) → Q2(x, y))�
∀x�R1(x)�
�∀xR1(x)�
�♦∃x(Q(x) ∨ R(x))�

�� ������
 ��� ��
� ��	���)� 	� ������	� �� �	� (����	���� (/�
������� ��� 	� ���(�
� �������	�� ���	
�������� �� (�	��� ��� �4��
���(� �	�
���� ����	�� �(�

6!�<27 ?�����
���� ����� �
� �� ���	
��

6!�<$7 �������� 	���� �� 
� ������	 ����� �
� ��� (��	�� �� �	� �����

6!�<<7 +
�� �������� ������
���� �� ����	�	�	� �� 
	����

M	� &�A (/�� �� +�(� �� �
�	�� ��� �������	�� ��� ��	���)� �� �� �'����
�� ���(�� ���	 �	
�	��	�� 6��	
�(�� ?�J57� ��� ������	��	 � ���
����	��� �� ���� �� �	
����'	 )�	
 �	 ��� ������ (�	��	���� �	
���



$$ ������	 �� ������ �������	���

.	
�� �� ��� �� ��(/	
��� 	�����
�(� ���	�� � ������	
��

����� ����������
)� 	
���
 �� �� ������ �������
��� �� ��������
� �� �� �������
 〈K,R,D, V, 〉
�
��� 0 �� �� �
�+���
 �
 ���,
 �� �
�����
� R ⊂ K2 �� �� �������� ��
������ ������ D �� �� �
�+���
 �
 ���,
 ���	��
 �� �
	���
 ��� 	
���
 � V ��
��� ������� �� �������������� ��� ���%

��� �� � �� ��� �
������� ��� ������+� �� �� ������ �� ��������
� 	
��� ���
�
���� Vk(c) ∈ D

���� �� k ∈ K � Q �� �� �,	 
�
 �� �� �	
����� ���
���� Vk(Q) ⊂ Dn�

����" ����������
)�� ���������� �� ��� ������� ��� � ���� ����� �� ��� ������+� �� �� ������ ��
��������
� 	
��� �� ��
��� �� ���	���
 �� D�

����- ����������
���� α β �
� ��������
��� � x ��� ����� �� ��� ������+� �� �� ������ �� ��������
�
	
���� �� ���� �
�� ����� �� y �������� �� x �� ����� ��� α(y) = β(y) ����	
�
��� β �� ��� x��������	 �� α�

5� ��(/	
��� ��� ��	���)� �� �( ������

����. ����������
���� M = 〈K,R,D, V 〉 �� 	
���
 �� �� ������ 	
��� k ∈ K �� �
�����
 �
α ��� ����������� ��#��	
� �� ���
� �� ������ �� ��� ���	��� φ �� k �������

�� M � α ���
���
 VM,k,α(φ) �
	
%

��� �� Q �� �� �,	 
�
 �� n��	
����� � t1. . .tn �
� �
�������� 
 ����� ��� �
φ = Q(t1, . . . , tn) ���
���� VM,k,α(φ) = 1 ��Q(VM,k,α(t1). . .VM,k,α(tn)) ∈
VM,k,α(Q)�

���� �� φ �� ��� ���	��� ���
���� VM,k,α(¬φ) = 1 �� � ���
 �� VM,k,α(φ) = 0

����� �� φ � ψ �
� ���	���� ���
���� VM,k,α(φ∧ψ) = 1 �� � ���
 �� VM,k,α(φ) = 1
� VM,k,α(ψ) = 1

���� �� φ � ψ �
� ���	���� ���
���� VM,k,α(φ∨ψ) = 1 �� � ���
 �� VM,k,α(φ) = 1

 VM,k,α(ψ) = 1

��� �� φ � ψ �
� ���	���� ���
���� VM,k,α(φ→ ψ) = 1 �� � ���
 �� VM,k,α(φ) =
0 
 VM,k,α(ψ) = 1

���� �� φ � ψ �
� ���	���� ���
���� VM,k,α(φ↔ ψ) = 1 �� � ���
 �� VM,k,α(φ) =
1 � VM,k,α(ψ) = 1 
 VM,k,α(φ) = 0 � VM,k,α(ψ) = 0�
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����� �� φ �� ��� ���	��� � x �� ��� ����� �� ���
���� VM,k,α(∀xφ(x)) = 1 �� �
���
 �� VM,k,β(φ) = 1 ���� �
�� β x��������	 �� α�

������ �� φ �� ��� ���	��� � x �� ��� ����� �� ���
���� VM,k,α(∃xφ(x)) = 1 �� �
���
 �� ��� ��� β x��������	 �� α ��� ��� VM,k,β(φ) = 1�

���� �� φ �� ��� ���	��� ���
���� VM,k,α(�φ) = 1 �� � ���
 �� VM,k′,α(φ) = 1
���� �
�
 k′ ∈ K ��� ��� Rkk′�

��� �� φ �� ��� ���	��� ���
���� VM,k,α(♦φ) = 1 �� � ���
 �� ��� �� k′ ∈ K
��� ��� Rkk′ � VM,k′,α(φ) = 1�

�
���%
�� � �� ��� �
������� VM,k,α(c) = Vk(c) �
�� � �� ��� ����� �� VM,k,α(x) = αk(x)�

�� ����� 	
�� ��� �� &����� ��� ������	 ��� �	�
�	
�� , ��� &��������
	 �	 �����(�	
� &����� �� &������ (
�& �� �� ��� �� �����,�	 ��	
�
�� �� �	���� ������	���	
�� �	 �� ���	���'	� ��	 �(����� �� -
�� ������
�	 &��� � �� 	4������ ��) VM,k,α ����� �	 � �� &�	�� �������(� �	�
��
��
���� ��(�����

���	� �� (��� ��� �� 
����)� ��
/ ����� (�
���(� �� %	���� M �	
VM,k,α ��������	� ���(�	
� Vk,α�

M	 -�
�( �(�	
��� �� ������
 �� ��
� ���	���'	� �� ��� �	 ���� 4�(�
��� �	 ��� ���
������ ��� ���� (�	��	����� , ��� ��� ��
�(� �	����*
��	� �	 �(�	� D �	�
�	
�� ���� ���� �	
��
 k ∈ K�  �
 �� 
������
�	 ��� ��� �	�
�	
�� �� D �� ��	(�	�	 ��� �
���� �� ���� , ,� 4���/

��(� ���� �����
�� ��� �	�����	���� �� ��
� ������'	�

.4�� �	
�������(� �� �	���
� �� ���
���� � ��	� , � �� �� �	�
����'	� ���� ��
� �������(� � �� �������'	 �� (������� ��� ��)�(� ��	*
���	
� �	 �� �����'	 ������� .��% &�(� ��� �� ����	�� 6!�<"7 , 6!�<#7 	
�	���,�	 �� ����'	 6!�<!7� �� � (�	� 	 �	 �� ���
��� (/� ����� �� ��*

� ����'	� ��	 �(����� 
�(���	 ���(� �	
�	��� 6!�<!7 �� �� ������	
�
(�	����

6!�<E7 	
� ������ 
��
 �� �
� ������ �� ����'����� �� ����������� �
� �������� �� ����

 	 ��
� ���
��� �� �� ����'	 6!�<!7 ���(� ��	��� ��� �	 �+��
 �� ����� �
���
�� �� 6!�<"7 , 6!�<#7�

���	 N �� 	-(�� �� ��	�� �� ���
� , s �� +�	��'	 ������� �	
	���
���(� �������� �	 �%(��� 6!�<!7 , 6!�<E7 ������
�&�(�	
� �(�

6!�<F7 �∃x(x = N ∧ x = s(1)).



$E ������	 �� ������ �������	���

6!�<B7 ∃x(x = N ∧�(x = s(1))).

6!�<F7 �� �� ���
��� � ��	� �� �� ����'	 6���� �� (������� ��
/ ���� �	�
�������'	  ��	��7� (��	
��� ��� 6!�<B7 �� �� ���
��� � �� 6�� (�������
��
/ ���� �	� �	
����  ���7�  	
	��� &�(� ��� �� ��+���	��� �	
�� ���
���
���� ,��� �	 �� ����	�� ��� ������ �� ���	
��� ��� �	 6!�<F7 �� ����	��
�� � �� ∃x(x = N ∧ x = s(1)) �	 6!�<B7 �� ���(�	
� x = s(1)�

�� 
��� ��� &�������� ��	
� ��� ����	�� �� � ��
/	 ��
���� �� ���	*

�������� 
�(���	 ��	
� �� ��
� ����	��� 5� (������� �� ���(� � ��	�
6�( �	 6!�<F77� ��� �� 
� ���� 4�, �	� &������ ����� ��	
� ��� ����	��
�� � , ��
��� +���� �� ��
� ����	�� �� �	 ���	
������� �� (������� ��
���(� � �� 6�( �	 6!�<B77�

5� ��A'	 ���� (�	��	�� ��
�� (���������� �� ��� �������	 �	 ����
�
+�����	��� �	 �� ��	���)� 	�
����� �� �)�(�� �� (������� � �� �� �����
�)�(������� �	 �� ����'	�

6!�<C7 +
�� ��� �� 	�� ���� ��
�� �
� �� �� 	�� .��	 
���

 	 �%(����

6!�E"7 ∀x♦D(x)

 � ���� ��� 	 �� � (��( ��� �� ���
��� � ��	��

6!�E#7 #	 �
� �� 	�
	 �
�� �� 	�� ���� ��
�� �� �� 	�� .��	 
���

 	 �%(����

6!�E!7 ♦∀xD(x)

J
�� +�(� �� �	�
���� �	� �'���� �	
�	��	�� �� ��������� �� ���� ��*
������ 
�(������ �	 &�A �� (������  �����(�	
�� ��
� �������� ���*
��	
�	 �� �� 
��� �� ���
��� ��� �������	 �	 �� �������� (������
���(� �	 �)�(���

6!�E27 ��� ���� ��  ��� 	� �� �����

 	 �%(����

6!�E$7 $∃x(∀y(Moon(y)) ↔ y = x ∧ Full(x))

�� �� ���
��� �� ���
 ,�

6!�E<7 ∃x(∀y(Moon(y) ↔ y = x) ∧ $Full(x))



���� ������ 
� ���
���
	� �������	��� $F

�� �� ���
��� �� ���
��(���	� �� �����	 �(��	�� �� �������� (����� , 
�(������ ����

(����� ����	�� �(�

6!�EE7 &@�!���� �
� ��� 
� ��� :��������

��� �	 �%(��� ��� ��	���)� ���%��

6!�EF7 ♦$Wimbledon(d)

�	��9� �� �	 �������	�

5�� ������	�� ��� 
(�(� �	
����(�	
�� �� 
(�� �	 �(�	� �	�*

�	
� D , �� �	������� � ��� �	�
�	
�� �( �����	����� �%���� �����
�
�	 �� &�����A �� ����	� ���	����� �(�

6!�EB7 b = c→ �(b = c)

��	��	� �	 � �	 �� 	��'	 �� 	��������� 	 
�	�(� �����(� �	
��
� ������ ��� ��� (�, ���
�	
 ������ �� 
��
�(� � � �	 �� 	��'	 ��
����	���� ��	��(� �	 ��� ������	
�� ����	���

6!�EC7 ?�(	��� �� 	��  � �� ��
�

6!�F"7 ��� =���!� 	��� �	 	��  � �� ��
 �� 	��  � �� ��
�

6!�F#7 ��� =���!� 	��� �	 ?�(	��� �� 	��  � �� ��
�

 	 ��
� ��� 	 ������ ��� �� 	��'	 �� ����	��� ��� ��	���)� 	�
���� ��
�
����(��� �����
�(�	
��

.�� ��(���� ����� �� ��	��(� �	 � �( ������

6!�F!7 ;��� �� �������	�

6!�F27 ��� @� � ���	 ���
�� �������	 (��(�� 
� �������	�

6!�F$7 ��� @� � ���	 ���
�� ;��� 
� �������	�

.�%� &�(� ��� �� 	��'	 �� ����� 	 ����� ���	 �������	
����

�� -�
�(� ��&���(� ����	�� ����	�� ��� ������	 �� 
�������'	 �����
�
�	 �� ��	���)� �� �� �'���� �� ��������� (����

6!�F<7 $� ���� �� ���� �
�� �
� ��� ������ �
��� �� � �
��� ��
� ��� (���� 
�#� �� �������

�( ���(� &��� �	 ��
� ����'	 �� ��
/ ���	
����	� ���� �	� �����*
���� 	 ���� �	��&����� .�� ��� 	 �� ����� 
��
�� �	 �� ��	���)� ��



$B ������	 �� ������ �������	���

��������� (���� 5� +�(� �	 ��� ���(� ��	��� ��
� ����'	 �� �	
�*
�����	� �	� &������� �� �������� X � ��%� �� ����'	 ���%� ���������� �	
�%(��� �� 	���
� ��	���)� �(�

6!�FE7 W (m) → ♦(∃X(X(j) ∧X(p)))

��� ��
� 	
���'	 ��
/ +���� ��� ��	���)� �� �� �'���� �� ��������� (����
.�� ��(���� ���� �	 �� ������	
� ����'	�

6!�FF7 5�
�
 �
� 
�� 	�� 
		���	�� �� 
 �����
	�

M��	� &�������� �� �������� ������%��

6!�FB7 ∀X(∀x(D(x) → X(x)) → X(o))

K�, ���(/�� ����	�� �(�

6!�FC7 $
�� �� ������ >���!���

��� �	 	���
� ��	���)� 
�	��%� ��� �������� �� �� ������	
� (�	��� ����
���� �������	
���� �	 �%(����

6!�B"7 $
�� �� ������ 
� $
�� �� >���!�

��	 �(����� 4�(� ������ �� ���	����� ����	�� �� �� ����'	� ���� 
�
�� �(����(� � �	 ���� ��� ���� �� (���
'	� �	 �	 ��� ��
� �	����
 �	
�� �(��
�	��� �� �� #"" (�
�� ���	�� SH���	 �� ���� ���/ �� �/���T 5
(��( ����� �	 ����	� ��)�
�&� ����
�&� �( ���	�� , �����D� ��
�)�(��� �� ����'	�

6!�B#7 $����	�� �� 
 �
� � 
�	�


��	� ��� �������� �� �� (�	����

6!�B!7 $����	�� �� �
� � 
� $����	�� �� 
� 
�	�

���� ���� �������	
���� �	 	���
� ��	���)�� ��� �����(�	
�� ���(� &��
��� 	 �������	
� � (��( ��� �� ����'	 ����	��� ���� 	� �����	
�(�
��� 
�	 ���	�� �	 �������� ���/ ��� �4���
�� �� �� �	� 4�(����  	 �� ��*
����	
� ���%
�� (�
����(� �'( ���&�� ��
� �����(��� �	������	� �	
��	���)� (/� ����� ��� �� �'���� �� ��������� (���� �� � ��	
 ��)�*
��(� 	���
�� �������'	 ((�	
/	��(�	
� , ������(� � &�� �( �� ���%�
�������	
�� � ��� 4�(� &��
 4��
� �� ((�	
 �	 �����
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�� �� ��	�	� $C

���� �
��
�
����	� �� ������ �	�� 
� ������

 	 ��
� ���
� ��&�����(� �� (�	��� �� �������	
�� �� ?�J5 �	 �����
 (��A�	� �	 ��� 	��&�� +'�(���� ��� ���% �������	� ���� &���(� �(
�������	
�� �� (���� �� 0���1� , 
��(�	���(� ���	��	� �� ��
��+�������*
��� �� ��� +'�(���� �� �� ?�J5 ������
 �� �	 (��� �� 0���1�� �	 (�	��
, �	� ����	���'	�

�� ��� %�#��	�������� �� ��	 &������	 
 ������	 �� ��

������ �����

5� (�	��� ��� �(������(� ���� �������	
�� � �� �'���� (��� �	 ����
������/ ���	����� (�, ��(������ � �� ��� �
���A�(� �	 �� �������	
���'	 ��
�� �J5� 5� �%(��� �� �	�
�	
� , ������'	� ��� &��������� , ��� +'�(���� ��
�� �J5 ��� ������	 �	� �������	
���'	 ���	
��� �	 �� ?�J5 ���(�	����/	 �	
�� (��(� �������	
���'	� 5�� 	��&�� �������	
���	�� ������	����	 � ���
+'�(���� �	 �������� (������ M����(� �� /
(poss ���� �������	
�� ��
+'�(��� �	 ������ ♦ , �� /
( nec ���� �������	
�� � �� +'�(��� �	 ��*
������ �� (� ��� �� ��������� �� ���� ��� �������	
�	 � ��� +'�(����
�φ , ♦φ� ���/	 nec(PHI), poss(PHI)� ������
�&�(�	
�� 5� -	��� �������	*

���'	 ��� ��+�� �	 ��(�� ���	����
�& �� �� ��� (���� ���� ������(�
��� ���� �� �J5 �� 
�	%� �	 �� (�	� , �	� ��� +�	��'	 �� �	
�����
���'	�
(��	
��� ��� �4��� �	 �� (��� �� 0���1� �� 
��	�	 &���� (�	�� �	 ��
��� �� +�	��'	 �� �	
�����
���'	 ����� 
(�� ��+���	
�� &������ M����(� ��
/
( kmodel ���� ����� ��� 	� ��+���(� � �	 (��� �� 0���1�� , �� ���*
����� kmodel/3 ���&��/ �	 �� ���(�� ����(�	
 �� �	)�	
 �� �� (�	��
�������� �������	
�� �� �	� ���
�� �	 �� ����	� ����(�	
 �� ������'	 ��
�������������� �������	
��� �� �	� ���
� �� ����)�� �� ���(�	
� �� �� ���*
(��� ���
�� , �	 �� 
����� ����(�	
 �	� ���
� �� (���� 
������	���� �� ��
�J5� �	 �� (��(� +�(� �	 ��� � &�	%�(� (�	�)�	�� �� ���� (�	� ���
�	)�	
 �� (�	���  �
 ������/ (�)� �	
�	��� �	 �	 �)�(��� >����*
��	
�(� �� (��� �� 0���1�M = (W,R,D, F )� ���� �� ��+���
 A� �	���
A = {
���, ����, �
	, ��
, ��1, �����
 �1, 
����1, 
���1,�
�1,���
�1,
���!��	
�1,�
�!1, ���1, ����2, ��!�2, ���!2,  ���3, �"��3}� W = {w1, w2}� R =
{(w1, w2), (w2, w2)}� D = {a, b, c, d, e, f, g}� , F ���� ���
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Fw1(
���) = a Fw1(���
�1) = {a, c, d}
Fw1(����) = b Fw1(���!��	
�1) = {b, e}
Fw1(�
	) = c Fw1(�
�!1) = {a, d}
Fw1(��
) = d Fw1(���1) = {b}
Fw1(��1) = {d, e} Fw1(����2) = {(b, a), (c, b)}
Fw1(�����
 �1) = {f, g} Fw1(��!�2) = {(a, b), (a, e), (c, e), (d, e)}
Fw1(
����1) = {c} Fw1(���!2) = ∅
Fw1(
���1) = ∅ Fw1( ���3) = ∅
Fw1(�
�1) = {b} Fw1(�"��3) = {(a, b, g)}
Fw2(
���) = a Fw2(���
�1) = {a, c, d}
Fw2(����) = b Fw2(���!��	
�1) = {b, e}
Fw2(�
	) = c Fw2(�
�!1) = {a, e}
Fw2(��
) = d Fw2(���1) = ∅
Fw2(��1) = {d, e} Fw2(����2) = {(b, b), (c, b)}
Fw2(�����
 �1) = {f, g} Fw2(��!�2) = {(a, b), (a, e), (c, b), (c, e), (d, e)}
Fw2(
����1) = {c} Fw2(���!2) = {(a, f), (c, g)}
Fw2(
���1) = {c} Fw2( ���3) = {}
Fw2(�
�1) = {b, e} Fw2(�"��3) = {(d, c, f)}
5� ��&���'	 �� ���� +�����
�� �� ���
��� �� �� &����� ��� 
(� �� +�	��'	

F �	 w1 , w2�  	
	��� ��
� (��� ������%� �������	
�� �� �� ������	
�
(�	���
kmodel([w1,w2],

[(w1,w2),(w2,w2)],

[w1([a,b,c,d,e,f,g],

[f(0,alis,a),

f(0,bill,b),

f(0,cat,c),

f(0,dina,d),

f(1,old,[d,e]),

f(1,beverage,[f,g]),

f(1,dancer,[c]),

f(1,dance,[]),

f(1,man,[b]),

f(1,woman,[a,c,d]),

f(1,rock_star,[b,e]),

f(1,walk,[a,d]),

f(1,run,[b]),

f(2,love,[(b,a),(c,b)]),

f(2,like,[(a,b),(a,e),(c,e),(d,e)]),

f(2,drink,[]),

f(3,give,[]),
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f(3,offer,[(a,b,g)])

]),

w2([a,b,c,d,e,f,g],

[f(0,alis,a),

f(0,bill,b),

f(0,cat,c),

f(0,dina,d),

f(1,old,[d,e]),

f(1,beverage,[f,g]),

f(1,dancer,[c]),

f(1,dance,[c]),

f(1,man,[b,e]),

f(1,woman,[a,c,d]),

f(1,rock_star,[b,e]),

f(1,walk,[a,e]),

f(1,run,[]),

f(2,love,[(b,b),(c,b)]),

f(2,like,[(a,b),(a,e),(c,b),(c,e),(d,e)]),

f(2,drink,[(a,f),(c,g)]),

f(3,give,[]),

f(3,offer,[(d,c,f)])

])

]

).

�� ��� %�#��	������� �� 	���	&���'������ �� �� ������ ���

��� �� #����� �����

.4�� 	� ��������(� � ����(�� �� ���	���'	 �� ��
��+���������� �� �	�
+'�(��� �� �� ?�J5 �	 ����� 5� +�(� �� 4����� �� (�, ��(���� � �� ��� ��
��' �� �������	
�� �� ��
��+���������� �� �� �J5� 5� -	��� ��+���	��� ������ �	
��� ��
� &�A� ����
� �� �	� +'�(���� �	 (�	� , �	� ����	���'	� �������(�
�� �	 ���� (������ ���� �+��
��� �� �&������'	� 9(�����(� �� ��������
��� �������	
��/ �� ��
��+����'	 (����	
� satisface/5� ��, ���(�� ����*
(�	
 ���/ �	� +'�(��� � �&������ �� ����	� �	 (��� �� 0���1�� �� 
�����
�	 (�	�� �� ����
 �	� ����	���'	� , �� ���	
� �( �	
��� �� ��	���� ���
	� �	���� �� �������� �	 �� ��� �����(� ���&�� � ��� �� �&������'	� ��
(�	��� ��� �	� �	���
� ����� ���%� ��� �(
?- satisface(FORMULA,KMODEL,WORLD,ASSIGNMENT,POLARITY).

 (����(� ���� �	 	���
�� 
����� (�	�)�	� �� �	��
�& (/� ��	����� ��
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	�����'	� ���� ��� 	� �	 ������	
�� ��� ��/������
satisface(not(Formula),KModel,World,G,pos):-

satisface(Formula,KModel,World,G,neg).

satisface(not(Formula),KModel,World,G,neg):-

satisface(Formula,KModel,World,G,pos).

���(� &�� ��� ��� ��/������ �	 ���	
���� � ��� ��� �������	
���	 � �� 	�*
����'	 ���� �� �J5� �'� ��� ���	� �� �������� satisface �	 &�A �� sat�
���� �� ��(/� �	��
�&� �� ��
��
���� �� �(���
�(�	
� ��(����� ���(�
��� ��/������ ���� �� �	)�	��'	 �� �)�(���
satisface(and(Formula1,Formula2),KModel,World,G,pos):-

satisface(Formula1,KModel,World,G,pos),

satisface(Formula2,KModel,World,G,pos).

satisface(and(Formula1,Formula2),KModel,World,G,neg):-

satisface(Formula1,KModel,World,G,neg);

satisface(Formula2,KModel,World,G,neg).

 	 ���	
 � ��� +'�(���� ���	
������� �� ���������'	 �� 
�(���	 ��(�����
?����(�	
� ����� ���� �� �%(��� �� ������'	� 5�� +'�(���� ��� �% �	
���*
��	 ��(��� �	 �� (�	��� �� 4���� ��� ���� �	 ��� +'�(���� �	 ��������
(������ &��(� �� �)�(�� ���� �� ������ ♦
satisface(poss(Formula),KModel,World,G,pos):-

extractRel(KModel,Rel),

member((World,RWorld),Rel),

satisface(Formula,KModel,RWorld,G,pos).

3/����(�	
� � ��� 4���	 �/� ��/������ �� �(�
�� �� ���	���'	 �� ��
��+����'	
�� �	� +'�(��� �	 ������ �(�� ���(��� �� �������� extractRel/2�
��
��� �� ������'	 �� ������������� ��� (���� 5���� �� �������� member/2
����� �� ���-	 (�	� RWorld� ������	�� �	 World� � ���
�� �� �� ��*
����'	 ���&��(�	
� ��
��%��� 5� -�
�(� ��/����� 
��
� �	
	��� �� &�� �� ��
+'�(��� ��	 �� ������ �(� �� ��
��+������ �	 ��� (�	� ������	���  �

�� �� &����'	 ���� �� �������� ���
�&�� ���� �� �������� 	���
�&� 4�, (/�
���� � �	�������� ���� �� �� ������'	 �� ������������� �� &��%� �� +�(��� ♦φ
�� +���� �	 ��������� (�	�� 5 (��( ������ �� �� (�	� �	 �� ��� �� ��
/
���&�	� � ��� �� �&������'	 ��
/ ������ 6	 4�, (�	�� ������	��� �	
��7� J ���	 �� ��(���(�	
� �� +'�(��� φ �� +���� �	 ��������� (�	� ������*
	�� �	 ����� �	 �� ��� �� �+��
-� �� �&������'	�  �
� �������'	 �� ����(�
�	 ��� ��/������ ��� �����	
satisface(poss(Formula),KModel,World,G,neg):-

extractRel(KModel,Rel),

Rel = [].

satisface(poss(Formula),KModel,World,G,neg):-

extractRel(KModel,Rel),
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\+ member((World,RWorld),Rel).

satisface(poss(Formula),KModel,World,G,neg):-

extractRel(KModel,Rel),

setof(X,member((World,X),Rel),ALL),

setof(X,

(

member((World,X),Rel),

satisface(Formula,KModel,X,G,neg)

),

ALL

).

���� �� ������ �� 	�����
���'	 � 
�	�(� �� ���	��� M��� �� ������'	
��� ����
� �	
�� �� �������� �φ ≡ ¬♦¬φ� , �(����� �� �������	
���	 ���
,� �	�
���(� ���� �� �(� , �� 	�����'	� J ��
������� �����
�(�	
� ���
�	����	�� �� ��
��+���������� �( 4�(� 4��4 ���� �� ���
 �� ��� +'�(�*
���� �( ��
� �� �� +�(� ��� �������(�� ����(� &�� ��� ��� �	����	��
�������	���� ���� �� ������'	 �� ������������� �+��
�	 � �� �������� ���
�&�
�� �� �&������'	�
satisface(nec(Formula),KModel,_,_,pos):-

extractRel(KModel,Rel),

Rel = [].

satisface(nec(Formula),KModel,World,_,pos):-

extractRel(KModel,Rel),

\+ member((World,RWorld),Rel).

satisface(nec(Formula),KModel,World,G,pos):-

extractRel(KModel,Rel),

\+ Rel = [],

setof(X,member((World,X),Rel),ALL),

setof(X,

(

member((World,X),Rel),

satisface(Formula,KModel,X,G,pos)

),

ALL

).

M	� &�A �������	
��� �� ��
��+����������� �� ���
 �� ��	����� �� �����(� &�*
������ �� ��
��+���������� �� �	� +'�(��� �� �� ?�J5 �	 �	 (��� �� 0���1��
���� �	 (�	� , �	� ����	���'	� ���
� �����A�� �� �	���
�
?- satisface(FORMULA,MODELO_KRIPKE,MUNDO,ASIGNACION,pos).

M	� &�A (/� ����(� (�	��	�� ����	� �	�	&�	��	
�� 
��	���� ��� ��
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�����	
�	 �� ��)�� �� �'��� ����
�(�	
� �� �� (�	��� �	 ��� � �����	
�(�
������� ����� �	 ���	����� �� �������� ��� �� +'�(��� ��� �	� �������'	 ���	
�	�
����� �� �� ?�J5�  � �'��� �	�� �����A� ��
� �4����� , �� �	����� ��
������� �� �����
�� ��������



������� �

�	���� �	 ����� � �������
��
���

 	 ��
� ���
� ��&�����(� �� ��������'	 �� �� 	����
 � 	�(�� �	 �������	��
��� ��	���)� 	�
����� ��(���	 ����������(� ���� �� �/���� λ� M	� ��
���*
��	���� 4����(��	
� ��� 	� ���&��/ ���� +�(���A�� �	 ����� ��� &�	�(�
(�	�)�	� �	 ����
� ������
�� 4��
� �� ((�	
� 
������� �	� ����'	 ���
��	���)� 	�
���� �	 �	� +'�(��� �� �	 ��	���)� �'���� �� �)�(��� �� ��
�J5�

���� �
���� 	
 ����� �����	��

5� 	����
 � 	�(�� �� �	 ���
�(� �'��� �� ���	 ��������  	 ��
� ��	*
���)� �� ���(�
� ���	
����� 	 �'� ���� �	��&���� ��	 ���� &�������� ��
��������� 	�(� 6�	 ���&� ����(� � ��� 	� ��+���(� �	 ��
7�  �
 �� �	
���
������ -
�� ���	� 	���
� �)�
�& �	 �������	�� ��� ��	���)� 	�
�����
��� �	
��	� ������	�� �	
�� ����������� �� �)�(��� ��� ����	�� 6!�F<7
, 6!�FF7 �� �� �����'	 �	
����� ��� �� ��	���)� 	�
���� 
�(���	 �	
��	�
�������	�� ��� �
����,�	 ���������� � ��� ���������� �� �	
������� ��
�)�(��� �� ��������� ������ ������� �	� �������� �� ���������� �� �	*
��&����� (��	
��� ��� ���
� �� �	� �������� �� �	��&����� � �� ��� ��
����� ������� ������ �� 
�	
� �	 ����	�� �(�

62�#7 ���(�� �� 
 ������

���(� �������	
�� ����� (����	
� C , ���
� (����	
� P � , �������� �	
�%(��� C (P ) �( �������	
���'	 �� 62�#7� �	�� ������� ����%��
�(�	
�
��� ����� �� ������ � ���
�� ������(�	
� �	 �� (�,�%� �� �� 
��
� ���

��
�	 ��
� ��	
 �	�	 ��
� (��( �)�(�� ��� �������� ������ ��� 4�,

<<
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�

(��4�� (/� ���������� �� ����������� 	��(��
	��
� �( �	 �� ����� 
��
�
��
 ��
 
�	
 	��(��
	��
� (�����
��
� �( �	 �
 (�����
��
 � %��� ��
(
���
� �
���	��� �( �	 	���� �� �
���	�� ������ ����	�	���'�� �( �	 �

����	�	���'� �� ��.��� �� �'��
� .�)�
�&� �������
�&�  ���
�	
�&� ��� ��
�(�	�	 �� ��&����� ����������� �� �)�(��� �� ����'	

62�!7 ��� A��	� B	
	�� �� ������
 �
� ���� 	�� �"����	 (���	��
� (
�	����

�	�� ���(� &�� ��� �� ���
�	
�& (���	��
� (
�	��� 	 �� �	 �% �	� ���
��������� ��	 ��� �	 �������� �(���	�� �	� ����� 6�	)�	
7 �� �������*
���� �	 ��
� ��� �� �'� �� ���(�	
�� M	 �)������ �	
�����	
� �� ������
�� ���(�	�� ����	� 
%
��� ��� ���(� 	�(��(�	
� �� ��+����(� � ����
��
����	��� �	�(����  ����� , 
��
�� �� ��������� �� �(�	�	
�� ��� �����*

���A�	 ���4 
%
��� �� �)�(��� ���(� ��	��� ��� �	� N��
����� ��� ��1O
�� �(�	� �� �	� ����	�� ��� �� (-���� � &���� ����(��D� ������ ��
&�����
�� 
��	� �	����
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 t ���
���� ��	 �&� �
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���� �α�M,g = g(α)

���� �� α ∈ WE〈a,b〉 β ∈ WEa ���
���� �α(β)�M,g = �α�M,g(�β�M,g)

����� �� φ, ψ ∈ WEt ���
����
�¬φ�M,g = 1 �� � ���
 �� �φ�M,g = 0
�φ ∧ ψ�M,g = 1 �� � ���
 �� �φ�M,g = 1 � �ψ�M,g = 1
�φ ∨ ψ�M,g = 1 �� � ���
 �� �φ�M,g = 1 
 �ψ�M,g = 1
�φ→ ψ�M,g = 0 �� � ���
 �� �φ�M,g = 1 � �ψ�M,g = 0
�φ↔ ψ�M,g = 1 �� � ���
 �� �φ�M,g = �ψ�M,g

���� �� φ ∈ WEt v ∈ V ARa ���
����
�∀vφ�M,g = 1 �� � ���
 �� ���� �
�� ���������� g′ �� g �� ����� ��� �φ�M,g′ =
1
�∃vφ�M,g = 1 �� � ���
 �� ��� �� 	��
� ��� ���������� g′ ��� ��� �φ�M,g′ = 1

��� �� α, β ∈ WEa ���
���� �α = β�M,g = 1 �� � ���
 �� �α�M,g = �β�M,g
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�� �( ��� &�������� ���

�� a� �� �	
�����
�	 �� �� (��(� +�(�� �( ���(�	
� ��� �(�	� Da� ��
��+���	��� ������ �	 ��� �� ���(�	
 ��� �� ������	�� ��
��/ �����	�� (�*
���	
� �� +�	��'	 �� �	
�����
���'	 I ���� ��� �	�
�	
��� (��	
��� ��� ����
��� &�������� ��
� �����	���'	 �� 4��� �� (��� �� �� +�	��'	 �� ����	���'	
g� ���� ��� �������	�� �(����
��� �� �	
�����
���'	 ��
��/ ���� ������	�
�� ���	���� �� �(�����	������� ��� ��� ,� 4�(� 4��4 (���'	� ���� ���
�������	�� ��� 
�� t� ��� �����
�	 ��� ��� +'�(����� �� �	��
�&� , ���	*

�������� 
������	���� 
��	�	 �� �	
�����
���'	 ������ 5� (�	��� �	 ���
���	�(� �� �(�	�� �� �	
�����
���'	 �� �� ���
�	
� 
���� 	� ��)�	 &��
�( �� �� +�	��'	 �·� �	 ����	� ���� ��	������ �� �)�(��� ���	��(�
��� �����(� &�� ��/� �� �� �	
�����
���'	 �� �� �������'	 0��
 ��� ��  	
	���
� ��	���)�� �� �������'	 �� �������	
� (����	
� �� �%(��� S(l)� �	
l �� �%(�� ��� �������	
� � 5��� , S �� �%(�� ��� �������	
� � ��	
���
.4��� ����(� &�� ��� ��/����� ������� �	 ��
� ��� �� �� 	-(�� 6��7� �*
( S �� �	�
�	
� �� 
�� 〈e, t〉 , l �� �	�
�	
� �� 
�� e� S(l) �� �� 
��
t� �� (�	��� ��� �� �	�� ����(� �
�	�� �	� �	
�����
���'	 � (�	��� ��
&��� �� &������ 5� ��/����� 6��7 	� ���� ��� ����(� ������� �� �	
�����
�*
��'	 �� S � �� �	
�����
���'	 �� l� �� ������ ��� �S(l)� = �S�(�l�)� S , l �	
�	�
�	
��� ��% ��� �� �	
�����
�	� �� ������ � 6�7� (����	
� �� +�	��'	 ��
�	
�����
���'	 I� ������� � �	 (��� M 6���� l ��� �� �� 
�� e� I(l) ��
��(���(�	
� �	 ���(�	
 �� De = D� (��	
��� ��� ���� S ��� �� �� 
��
〈e, t〉� I(S) : De → Dt  ���	 I(S) : D → {0, 1}7� ��� ��� ������� I(S)(I(l))
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��� ?	
�����
���'	
e �������

t ����� �� ������

〈e, t〉 ������ �� ��������� � ������� �� ������ �� ������ �����������
���� �� ���!���� �� ���������

〈t, t〉 ������ �� ������� �� ������ � ������� �� ������

〈e, e〉 ������ �� ��������� � ���������

〈〈e, t〉, 〈e, t〉〉 ������ �� ���!����� �� ��������� � ���!����� �� ���������

〈e, 〈e, t〉〉 ������ �� ��������� � ���!����� �� ���������" ���!���� 
����

��������� �� ���������

〈e, 〈e, 〈e, t〉〉〉 ������ �� ��������� �# ��������� �� ��������� � ���!����� ��

���������# ���!���� �� ������� ��������� �� ���������

〈〈e, t〉, t〉 ������� �������������� �� �� ���!���� �� ���!����� �� �����
�����

〈〈e, t〉, 〈〈e, t〉, t〉〉 ������ �� ���!����� �� ��������� �# ���!����� �� ���!�����

�� ���������# ���!���� �� 
���!�� ��������� �� ���!�����

〈e, 〈〈e, t〉, t〉〉 ������ �� ��������� � ���!����� �� ���!����� �� ���������

〈〈〈e, t〉, t〉, t〉 ������� �������������� �� �� ���!���� �� ���!����� �� ����
!����� �� ���������

����� 2�!� ���� , ��� ?	
�����
���	��

�����
� �	 ������� I(S) �� �	��&��� �� ��� l ��	
�� �� ��
� &��� �����
� ���
1� �	
	��� ��� �	��&��� 
��	� �� �������� ��������� �� S 6�	 ��
� ���
��	
��7�

����� � ��� �·� �� ����	� �	 &��� � 
� 
�� �� �������	��� �� ��	*
���)� �� �� 
��%� �� 
��� 	� ���(�
� ��� �	� ���	���'	 �� ����&���	���
(/� �(����� .�%� �� �������	�� α , β� ��� (��( 
��� �	 ����&���	
��� ��
�α�M,g = �β�M,g�

5� 
���� 62�!7 (���
�� ����	� 
��� , ��� �	
�����
���	���

.4�� ���� ��� ���� ��� ��� ����	�� 6!�FC7 , 6!�B#7� ��� �����%�	 ��
�	� 
�������'	 �	 �� �'���� �� ���������� ,� �����	 �������	
���� �	 ��
�
��	���)�� 5 (��( ����� �	 ��� ����'	 6!�FF7�

62�27 (Q(R))(c)

���%� �� 
�������'	 �� 6!�FC7� �	�� Q �������	
� >���!��� R� ������ , c �
$
��� ,

62�$7 (L (A))(c)
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�������'	 �� 6!�B#7� �	�� L �������	
� � �
� �� A� 
�	 , c� $����	���
5�� 
�������	�� �� 6!�F<7 , 6!�FF7� ,� ��� 4��%�(� ��� �	 �� ���%
��
�	
����� ��	��� �	
	��� �	+�
�A/��(� ��� 	 ���
�	��%�	 �� ��	���)� �� ��
?�J5�  	 ��
� ��	���)� 5� �'� �� 
�������'	 �� 6!�FF7 ���
�	��� �� ��	���)��
�� 
�� �������'	 ��	 ����� +���� �� 	��
� ����	���

��	 �(����� � ����� �� ��� &�	
�)�� ��� �����	
� ��
� ��	���)�� ��	 ����*

�	 &����� 	��	�� ��� 	 �����	 �(���
�(�	
� ����(����� �� �)�(�� ��
������	
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 ��	 	 ����� ����	
�A�� �	 �� ��(/	
��� ��� ��(��

62�<7 ;��� ���� >���!��

	 �(����� ���

62�E7 ;��� ����

M	� (�	��� �� ��&�	
�� ��
� ������
��� �� �	
������	� �� (��	��
�� ��
�� ��.�
�� �( 4�A >��4��� �	
���� �	 �� 
����) ����	�� �� ��H�
�� �4�� �	&��	� ��&���� �	 �)�(�� �� � �����	 ������
� ���	�� �	 ��

��� ��� ��
���%�� ��� ���%�	 ������ �	 �� ��	���)� 	�
���� ���%� �(���*
���� ��% ��� ��&�����(� �'� ����	�� �� ������ ��	��� 
��
���(� ��� 4�,�
���	�	
�� �� ��� (/� 	
������

�	������(� �� &�������� A� �	 �	)�	
 �� �	�
�	
��� �J9e =
{
���, ����, �
	, ��
}� �J9〈e,t〉 = {(
�����, �
�	�, �� �, ���,�
�,�
�!,���
�,
��, �����
 �, ���!��	
�, 
���, 
����, ���}� �J9〈e,〈e,t〉〉 = {����, ��!�, ���!}�
�J9〈e,〈e,〈e,t〉〉〉 = { ���, �"��}� �J9〈〈e,t〉,t〉 = {	��(��
	���, (�����
��	�}�
�J9〈〈e,t〉,〈e,t〉〉 = {>���!��, ������, ��@��}� �J9〈〈〈e,t〉,〈e,t〉〉,〈〈e,t〉,〈e,t〉〉〉 = {����}� I
�� (��� M = (D, I)� �	�� D = {a, b, c, d, e, f, g}� � I ���� ��
Ie(
���) = a Ie6�
	7U�
Ie(����) = b Ie6��
7U�
I〈e,t〉((
�����) = {a, d} I〈e,t〉(��) = {d, e}
I〈e,t〉(�
�	�) = {b, c} I〈e,t〉(�����
 �) = {f, g}
I〈e,t〉(�� �) = {f} I〈e,t〉(���!��	
�) = {b, e}
I〈e,t〉(���) = {g} I〈e,t〉(
���) = ∅
I〈e,t〉(�
�) = {b, e} I〈e,t〉(
����) = {c}
I〈e,t〉(�
�!) = {a, d} I〈e,t〉(���) = {b}
I〈e,t〉(���
�) = {a, c, d}
I〈e,〈e,t〉〉(����) = {(b, a), (c, b)} I〈e,〈e,t〉〉(��!�) = {(a, b), (a, e), (c, e), (d, e)}
I〈e,〈e,t〉〉(���!) = ∅
I〈e,〈e,〈e,t〉〉〉(�"��) = {(a, b, g)} I〈e,〈e,〈e,t〉〉〉( ���) = ∅
I〈〈e,t〉,t〉(	��(��
	���) = {{f}, {g}} I〈〈e,t〉,t〉((�����
��	�) = {{a, d}, {b, c}}
I〈〈e,t〉,〈e,t〉〉(>���!��) = {{a, d} �→ {a}} I〈〈e,t〉,〈e,t〉〉(������) = {{a, d} �→ {d}, {c} �→ {c}}
I〈〈e,t〉,〈e,t〉〉(��@��) = {{a, d} �→ {b, c}}



E$ ������	 �� ��	�� 
� ���	� � ������	 ����
�

I〈〈〈e,t〉,〈e,t〉〉,〈〈e,t〉,〈e,t〉〉〉(����) = {{{a, d} �→ {a}} �→ {{a, d} �→ ∅}}

5� 	
���'	 {�i} �→ {�j}� ���� ������� �� +�	��'	 �����
��%�
��� f ′� ��,�
&����� �	 xi� 
��	� �( �(���	 � �� +�	��'	 �����
��%�
��� g′� �	 &�����
xj � ���%� 1��(�
��� �	�� 
�� �� &����� ������� � ��� +�	��	��� ��%
��� ������� �%(��� ��� ������	 �	 &��� �	 �	 �	)�	
 ��+���	
� �� {0, 1}
 D� �� 
��
���(� ��	� �'� ����	� &������ , �	��������(� ��� �� ���*
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�!--,
���-

62�#$7 ,(�����
��	�,(
�����--,
���-

J(�
���(� �� ���%	�����M , g� �� ��
�� �����	
�	����� ���� &�� �� &���
�� ��
�!,
���-� ����(� ���� �� �	��� 6��7 �� �� ���	���'	� �( ��
�!� =
{a, d} 6����(� &�� ��
� �	)�	
 �( �	� +�	��'	 �����
��%�
���7� , �(
�
���� = a� �	
	��� 4�, ��� ������� ��
� +�	��'	 �� &��� a� � ��� 	� ��
�( �����
�� 1� �� �	�� �	����(� ��� �	 M �� �������'	 �� &���������
.4�� ����� �,>���!��,�
�!--,
���-�� ���(� 
�� &�A �� �	��� 6��7 �� &�����
���(�� �(��A�(� �������	� �� &��� �� �>���!���� ��� �� �� ������ ��
(���� �� +�	��'	 ��� ����	� � �� +�	��'	 �����
��%�
��� {a, d} �� +�	��'	
�����
��%�
��� {a}� , � ��� ��(/� +�	��	�� ��� ����	� �� �	)�	
 &��%� ��
�� �/���� ��� 4���(� �	 �� �������'	 �	
����� ����(� ��� ��
�!� = {a, d}�
�� � 
�	
� �>���!���(��
�!�) = {a}� �� -�
�(� �� ������� ��
� 	��&� +�	*
��'	 �� &��� a� ��� �� �� &��� �� �
����� �
�	�(� �� &��� 1� �� (� ���
�� �������'	 �� &�������� �	 M �
 	 �� ��� �� �,,����,>���!��--,�
�!--,
���-� 4���/ ��� �
���A�� 
��� &���� ��
�	��� 6��7� ?	����(� �������	� ������ ��� �����
� ��� �� +�	��'	 ��� ����*
	� � �� +�	��'	 {{a, d} �→ {a}} �� +�	��'	 {{a, d} �→ ∅}� �� 	��&� ���	
�
�������(� �� �/���� �� �� �������'	 �	
���� �	�� &�(� ��� �>���!��� =
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{{a, d} �→ {a}}� �� � 
�	
� ������(�>���!���) �� �� +�	��'	 {{a, d} �→ ∅}�
 � ������	
� ��� �� ������� ��
� +�	��'	 � �� +�	��'	 {a, d}� ��� �� ��
�!�� ��
�����
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 �� �� +�	��'	 �����
��%�
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(� ������� �� +�	��'	 &��%� �� ���(�	
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�� �� 4����
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��� {a, d}� ��
+�	��'	 �����
��%�
��� {b, c}� �( �(
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�� �� ������� �(�����
��	��(�(
������) �� )��
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��(� α*�	&����'	�
.4�� �����
�(� �	 �� ������ �� �� �
������ �� �	
������ �� ������ λ�
���(��� �	� ��(�
�	
� �� �� 
��%� �� 
��� ��� &�	%�(� (�	�)�	� �� ���
	 ���(� �(����� �� �	��
�&� �'���� �( ∧  ¬ �	 ���� ��� 	 ���	
��� 
�� t�  �
 �� &� ��L�)�� �	 �� 4��4 �� ��� ����
�� ����	�� 	 �� ���*



F" ������	 �� ��	�� 
� ���	� � ������	 ����
�

��	 �������� �	 �� ��	���)� �� �� 
��%� �� 
���� �� �)�(��� ����	�� �	
�	 �	�
�
�,�	
� �� �������� ����	��� �( �	 �)�(�� �	������(��

62�!27 =
����� 
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��� 	 �� ����� �������� �	 �� ��	���)� �� �� 
��%� �� 
���� ����� ��
�	)�	��'	 ��
/ �� 	�&�� �� ��������� �� ���(�� ���	 6 ���� �� 
�� 〈e, t〉7�
	 �	 +'�(���� 6
�� t7� �� � 
�	
� ������(� �� �	� 
�������'	 �����
��
��	 �(����� �	 �� �,��� ��� ������ λ ���(� 
������� �� ����'	 �(�

62�!$7 λX¬S (X)(λx(G(x) ∧ F (x)))

�	�� G� F , S �� �����	
�	 �(  
����� � . �	�� , ����� �����
�&�(�	*

��  	 ���
������� �� �������� �� ����	� ���	 ���������� 
�(���	 ��������
�� �� ��� ������ λ ���� �� 
�������'	� ���� �� 	�����'	 	 ����� ������ ��
	�&�� �� ��������� �� ����	� ���	� �� � ���� ����(� 
��	�+�(��� �	
��� ��� 
�� t�  �
 �� ���� �	&��
��	� �� �������� ����� �	 �	� +'�(���
6��� ������ �� �����	 	���� �	 ¬7� 	��/	���� , ���� ���
��,�	� ���� �	�
&������� �� 
�� 〈e, t〉 �	 �� 
��(�	 ����� 6�� 
�� 〈〈e, t〉, t〉7� ���� �� �	��
�
�	�� λX¬S (X)�

K�, ��� ��D���� ��� �� ���� �� λ ���
�����'	 �� ���� 
�	�� ������ �	
�� ���	 �	 ��� �� ���
���	 ��� &��������� >������(� �� �)�(��� %��� �����
0��
� �� ���
���(� ���� 5��� �
�	�(� �� �������'	 %��� ����� �� ��� ��*
�����	
� ��� �( ����� �������� �� �� �� �	
���� ���
���(� ���� 3����
�
�	�(� �� �������'	 � ����� 0��
� ��� �������	
� ��� �( ���� ���� ���

.�	 	 4�(� ��&���� �������	�� ���	
�������� ��� �� ���� ��� ��
�����	 �������� �	 �� ��	���)� �� �� 
��%� �� 
��� ��(�	
��� �	 �� ��*
���� ��(���� �� �)�(���

62�!<7 +���� �
� ���
	����

62�!E7 λY ∀x(M(x) → Y (x))(B)

62�!F7 � ��� (�
���

62�!B7 λY ∃x(B(x) → Y (x))(P )

9 )�����(� (��4 (/� �	 ��
� ��	���)� �	 ���	
 � ��&���� ���	
���
�)�(��� �� ����	��� ��)� ��������(� � �	�
���� �	� �������	
���'	
�	 ���� ��� �����)� 5λ� , � +�(���A�� �� ������(��	
 ���� ���&�� �	�
����'	 ��� ��	���)� 	�
���� � �	� +'�(��� �� �� �J5� ��� ��� 	� ���/ ��
���	 �
������ �	 � ��&�	���
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��	 �� ��&���� �� ����� �� ���&�� �	 +���(�	
 ��� ��	���)� 	�*

���� �� ��	���)� 5λ�  � �)�
�& -�
�( ���/ ���&�� �	 +���(�	
 �� ��	���)�
	�
���� � �� �J5 �� (�	��� ����%
(���� ���� ��
� 	�����
�(� ����� �� �	
����� �� 
�������'	 �	
��(��� � 5λ� .4�� ���	� �� (�	��� (/� ��	����� ��
4����� ���/ ���	� �	� ���(/
��� �� +����� ��
���
������ 6��@7��  �
 	�
���/ ��������(�	
� +/��� �� �� ��	���)� �� �����(���'	 ��� �����(� ����
	���
��� �(���(�	
���	��� ����� ���� ��
�� ,� &��	� �	 �	 (���	��(
�	
����� ��� ���(�
� �� ���������'	 �� ��@�� �	 �� +�(�
 �� =�
��	��
�
� $������
� &�.��
��  (��� �	
�� �� ��&���� ��� ���������	�� �	 ����
�� ���4� (���	��(�� �	&��	� ���:�� �	 �� ��A'	 ���� �(����� ��@� �(
����� �� 
�������'	 �	
�� �� ��	���)� 	�
���� , �J5�
5�� ��@� �������	 � ���
�� �� �� ��������� �� 9�( �4(�1, �� +�(�*
��A�� �� (���	��(� ��� ���(�
�	 ��	���� ��� �	�	�
�� +����� �� �	 ��	���)�
	�
����� � ���
�� �� �	 	-(�� �	�
 �� �%(��� , ������� ����� � ��� ��
��	
���� �� �	 ��	���)� +�(�� ����� �	
�������� (����	
� �	� ��@� , �
��� ��� ��@� �	 (�, �	
��
�&�� �	 �� (�	��� �	 ��� �����	
�	 ��� ������ ��
��	�����'	 �� +������ �����
� ��� �	� ���	� (�	��� �� �	
�	
�� �������	
��
�� ��	
���� ��� ��	���)� 	�
����8 ��	 (�	��	�� ��� �� 
��(�	��%� �	
�� ���
��@� , �� ���(/
��� ��	�:%�
��� �� ��(����� � ��� 
�(���	 �,��� �	 ���
��
.�%� ���	� ������ (�, ��	������ � �	
��
�&��� �� ��	�����'	 �� +������ ����*
(� ������� �� ��	���� �	� ���	 ��	
���� �� ����	��� 	 
�	���(� ���
��������(� �	 ��(��%� �� �� ��	
����� 	� �� �(���(�	
�� �� ���(���
�	���A����� ���(�
������ 6��� �	���� (
�����7� 	� �� �� ��	������� �� ��*
��	�� 6����� ���� , �� (���	��( �� ���(/
���� �� ��/������ ���	����
4��/	 
� ��
� 
����)� ��� ��� �� �(����� �� ���� ��������� 
� ��	���)�
�� �����(���'	7� �� 
� ���� �� �� ��� ������ �� �J5 �( ��	���)�
�� ���� 
������� ��� ����	�� �� �	� ��	���� ������ �	 �� 4��4 �� ��� �� �	
��	���)� +�(�� (�, ��
������ (
�& �� �� ��� 4�, ��������� +�(����
�	 (�
�� �� �������'	� ��� �	 �(���(�	
����� �(��
���	��(�	
� ��	
(��4� ������
���� �� � 
�	
� ����(� �	��	
���	� �	 �� ���
� ��(/	*

��� ��� ��	���)� 	�
����� , ����&�� ���% �� �	L��
� ��� �� �����	
�	� �� ��
������ ,� 4�(� 4������
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��	�	 ����(�	��	� �	� ����'	 �	 �� ���(�	
� ��
��� ��
���%�� ��� �� �	+�(�	� ���(�	
� ��� �	 ���
��� �� ��� ������ ��
�	� ��@� �� �)�(��� �� 
�	�(� �	� ����� �� �� +�(�

) −→ 6( 8(

��� 	� �	���� ��� ��� �� �� ��
���%� ) �� �	�
�
�,� �� ��� �� �� ��*

���%� 6( ������ �� ��� �� �� ��
���%� 8(� �	��� ) �������	
� ��
��
���%� �� ��� ����	��� 6( �� �� ��� +����� 	(�	����� , 8( �� �� ���
+����� &��������
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)
6J����'	7

���
���

���
���

���

���
���

���
���

���

6(
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 � /��� ���&��/ ���� �� ���'��
� +�	��(�	
����� ��	�����'	 , �	/������
 	 �� ���(�� ���� �	 �� /��� ����(� ��&���� �� �	� ����'	 �� ��	�����
�� �� ���(/
���� �� �� ����(�	�� 
�� �� 	��� �� 	�� 4)� 
��	�	
���(�	
� ���(�	
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��(�	���� �	 ���� �	� �� ������ I �	 �� ����	�� �� /�*
�� 	� ���(�
��/ �	�
����� � ���
�� �� �� ���(�	
� ���������� �	� +'�(���
�� �� �J5 ������� � �� ����'	 ��� �� �
��	� �	 �� 	� ��%A� �� 4��4 �	
���� ��� ���(� �
�	��	� �������	�� �� 5λ� ��� �'� �	 �� 	� ��%A ��

�	��/ �	� �������'	 �� WEt�
 &���	
�(�	
� �� �	� ����� ����� �������	
���� (����	
� �	 /���� ���(��(
�	� ����'	 ��	����� �� �� ��@ ����� �������	
���� �� �	 /���� 3��
�
�	
�	��� ��
� ����� �� ����(�����'	 �	 ���� 	� ��
���%� 4��
� ������
� �� �%(��� 
��(�	����� �� �)�(��� �� ����'	 +  ���� 0��
 
 ������
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������%� �������	
��� �� �� /��� ��� ������ �	�� ���(/� �� ��� ��
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(�	��	���� ������� 
�	�(� (6 ���� �� 	(���� ������ �6 ���� ��
���
�	
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��(�	������ , �� �������	
� �� ���*
�	)�	
 �� �� ��
���%�8 6�� &����7� ��� �	
��	� � �� &���� ��
��	��
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�� ���
�	
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��*
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/�
���� ��� ��	���)�� 	� ���(�
��%� �	�
���� �� 
�������'	 �	 5λ� ��
��� ����	�� ��	������ �� �	� ��@ ��� ���(� ���� (����� �� ��	���)�
	�
����� �� �4�� �D���(� �� �	+�(���'	 �������� �	 �� �%(��� 
��(�*
	���� 6��� 	 �	 
�� ��� ��� �� ���(�	
� ���������7� ���(� �
�	�� �	
����� ���� �
�	�� �	� +'�(���� ������� � �	� ����'	� ��� �� &� �	�*

��,�	� � �� ��� ��� /��� �� �	/������
���(� �	 �)�(��� �����A��(� �� ����'	 + ����� 0��
� ���� 4����� ��*
�����(� �	� ��@� ���(� ��� ������

) −→ 6( 8(
6( −→ (6
8( −→ TV 6(
(6 −→ + | 0��

TV −→ �����
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λx.λy.(x(λz.love(y, z)))(λu.u(lola))(λv.v(ed))

�����
�����

����

�����
�����

����

+
λv.v(ed)

����� 0��

λx.λy.(x(λz.love(y, z)))(λu.u(lola))
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�����
λx.λy.(x(λz.love(y, z)))

0��

λu.u(lola)

�� 
� ���� �� �����(� � �� ���(�	
� ��������� �	 ��� �������	��

+ ��� λ���,�-
0��
 ��� λ���,���
-
loves ��� λx.λy.(x(λz.love(y, z)))

, ������(� ��� �������	�� �	 �� 	�� ������	���	
��� ������	� �� ���	
�	 �� ��� �������	 �	 �� /���� &�(� �
�	��	� �������	�� ��� �����	 ����*
����� , ��������� 4��
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love(ed, lola)
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λy.(love(y, lola)))

���
���

���
���

���

���
���

���
���

���

�����
λx.λy.(x(λz.love(y, z)))

0��

λu.u(lola)
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α*�	&����'	 , λ*�������'	�
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�(� ���
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�� ��
�� ����� �	 �����
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 ��� �� ���(�� ����(�	
 �����/ 
�	�� 
�� 〈a, b〉 ,
�� ����	� 
�� a� ���� ��� �� �����
�� ��� �	� �������'	 ��� 
�� b�
���� ��� ���
�����	�� �����(� �� 
��(�	 lam/2� �	�� �� ���(�� ����*
(�	
 ������	�� � �� &������� ���� �� ��� �����(� ���
���� , �� ����	�
�� �	� �������'	 �	 �� ��� �� ������ �����A�� �� ���
�����'	�
�� (�	��� ��� �� �������'	 (love(ed))(lola) ������%� �������	
��� �(
app(app(love,ed),lola).

(��	
��� ��� �� �������'	 λx.walk(x)� ������%�
lam(X,app(walk,X).

.4�� 	�����
�(� �� �����(�� ��� �������	 
�	
 �� α*�	&����'	 �( ��
λ*�������'	�

α;���������

���
�(� ���(�� �� �(���(�	
���'	 �� �	 �����(� ��� �� �	������ ��
���
����
�� ��� &�������� �	 �	� �������'	� 5� ���� �� ���&�� �	� ���
� �� ���
&�������� ��� &�	 ��������	� �	 �	� �������'	� � ����� ���
����
�	� 6��	(*
���	�7 �� ��
�� �� �	���	
��	 ��
�����  �
 � ������(� �	 �	� ���
� ��
����
�
���	��� ��� ���/ �	� ���
� ��� �	
�	�� �	 
��(�	sub(X,Y)� �� ����
&������� � ��� ���� ����
�
������ , �	� ��+���	��� �� ���
�� �� &�������� �������
�� ������
� ��
�� ���
�� �����/	 ��
�� &��%�� �� �	��� ��� ������(��	
�
��	�)���(� �	
	��� �� ���������� alphaConvert/2 , alphaConvert/4�
 � ���(�� �� �	������/ �� �	������A�� �� ����� �� 	�
�� ���� &�A ���
	�����
�(� 4���� �� α*�	&����'	� (��	
��� ��� �� ����	� ���/ �� ��������
��� ���&� � ��� �� �	&����'	� ����(�	��	� �� �������'	 �	 ���
�� (/�
�����D��� , ���&�	� �	� ���
� �	 �������� &�������� ��� ����	 ��� ���
����*

����� .�% ��� � ��� 	�����
�(� �� ���	�� ��/������ ��� �����	 
��� ���
������� �������	�� ��� ���(� �	�	
���� 5� (/� ��	����� �� �� ��� �� �	�



FE ������	 �� ��	�� 
� ���	� � ������	 ����
�

&�������� ���� �� �	�	
��(� ��� �� &������� �� ���
� �� �� ���
� �� ����
�
�*
��	��� ��(���(�	
� �����A�(� �� ����
�
���'	� (��	
��� ��� �� �� &������� ��
������ �� �D��� � �� ���
� &�������� ������
alphaConvert(X,SubList,Free1-Free2,Y):-

var(X),

(

member(sub(Z,Y),SubList),

X==Z, !,

Free2=Free1

;

Y=X,

Free2=[X|Free1]

).

���� ��� �������	�� ��� ��
�	 &�������� �( �� �� ��� �� �� ���	
�����*
��� , �� ������ ��(���� ����(� �����A�� �� ����
�
���'	 ������	���	
�
�� � �� ,
alphaConvert(Expression,SubList,Free1-Free2,some(Y,Formula2)):-

nonvar(Expression),

Expression = some(X,Formula1),

alphaConvert(Formula1,[sub(X,Y)|SubList],Free1-Free2,Formula2).

alphaConvert(Expression,SubList,Free1-Free2,some(Y,Formula2)):-

nonvar(Expression),

Expression = all(X,Formula1),

alphaConvert(Formula1,[sub(X,Y)|SubList],Free1-Free2,Formula2).

alphaConvert(Expression,SubList,Free1-Free2,some(Y,Formula2)):-

nonvar(Expression),

Expression = lam(X,Formula1),

alphaConvert(Formula1,[sub(X,Y)|SubList],Free1-Free2,Formula2).

 � ���
 �� ��� �������	�� �� ����(�	�	 �	 ����������	�� ���	� �� ���*
����� compose/3� ����� ���	� �� �������� alphaConvertList/4� �� ���&�	
� ��� ��� α*�	&����	�� �	 ���� ����������'	 6��
 �� � ��� 4��� ��
� ���*
�����7� , �	��(�	
� �� ���	�
��,� �� �������'	 ����	�� 6��� �	 &��������
,� ��	(������7 ���	� 	��&�(�	
� �� �������� compose/3.

alphaConvert(Exp1,SubList,Free1-Free2,Exp2):-

nonvar(Exp1),

\+ Exp1 = some(_,_),

\+ Exp1 = all(_,_),



���� ������	 ����
� FF

\+ Exp1 = lam(_,_),

compose(Exp1,Symbol,Args1),

alphaConvertList(Args1,SubList,Free1-Free2,Args2),

compose(Exp2,Symbol,Args2).

alphaConvertList([],_,Free1-Free2,[]).

alphaConvertList([Exp1|Rest1],SubList,Free1-Free2,[Exp2|Rest2]):-

alphaConvert(Exp1,SubList,Free1-Free2,Exp2),

alphaConvertList(Rest1,SubList,Free1-Free2,Rest2).

�( ����� ����������� �� �������� alphaConvertList/4 �� �	����� ��
α*�	&��
�� ���� ���(�	
 �� �� ���
� ��� �� �� ���� �	 �� ���(�� ����(�	
�
��&�&��	� �	� ���
� �	 ���(�	
� ,� α*�	&��
��� �	 �� ����
 ����(�	*

�

λ;��������

���� �(���(�	
�� �� �������� ��� ���&� � ��� ��� λ*�������	��� �� ��*
�����	�� �( λ��
���,�-,λ���,���
--� ��	� �( �����
�� �� �������'	

���,���
-� �����(� �� �������� lamReduction/3� ��� �������/ �( ���*
(�� ����(�	
 �� �������'	 � �������� ��������/ �	 �� ����	� ����(�	

�� �������'	 �������� , �	 �� 
����� ����(�	
 ���&��/ �� �����(��	
 �� ��
&������� ��� ���� ���
�
����� �	 �� ((�	
 ������� � (�	��� �� ���
��  �
������ ���� &�A ��� �	���	
�� �	� �������'	� �����
�� �� �� ��������'	 ��
�	 +�	�
� �	 �	 ����(�	
 6F (A )7� �������/ � �� ����A� �� �� ���
� ���4
����(�	
 6A 7� ���
��/ �� ��������'	 , �� ����(�	
 �� �� �������'	 ���*
�/	��� ���(�	
� �	 �� �������'	 +�	�
� 6F 7 , ����
�
���/ �� ����(�	

��� 
��	� ������� -	���(�	
� 4��
� ��� �	���	
�� �	 �� �������'	 +�	�
�
�	� �������'	 ��� 
�� ���
�����'	�  �
� ����� 	� ���(�
� �	
���� ���
��� ����
�
���	�� �� �� ����(�	
� 	 �� 4���	 ������	���(�	
�� ��	
��� �	
��	 �	 �� ((�	
 ��� ��� 
��� ���� �� �	 ���-	 �	�
�	
� ��� ��*
����(��	
 �� 4���� 
�� ��������'	� �� ����(�	
 �� ��
� 	��&� ��������'	
�	
���/ �	 �� ����A� �� �� ���
�� ������	� �� ����(�	
 ��� 4�,� ��� ����*
��� �	
��� , �
�	��	� �������� �	 �� ����
�
���'	� �� (�	��� ��� �	 ��
���(��� ���
�����'	 ��� �� �����	
�� �� ����
�
���/ ��
� -�
�( ����(�	
 ,
	 �� ���(�� ��� �	
�' �	 �� ���
�� ��� �� )��
�(�	
� �� ������(��	
 ���
�����(� �� ������� ��� �( D,λ��λ����!�,���--,���
-ED�E� 9
�(� ��� ���%
	 ���(� ������� �����
�(�	
� �� �������'	 ���
�
�,�	� �� ���� �� �����*
��'	 +�	�
� �� �	 �% (��(� �	� ��������'	 �� λ��λ����!�,���- �	 ���
 �(
����(�	
� ��% ��� �	 ��
���� �� �������'	 �	 �� ����(�	
 � , ������



FB ������	 �� ��	�� 
� ���	� � ������	 ����
�

���(�� � ������� �� �������'	 �	
����� ����
�
�,�	� ���
 �	 �� ���
�����'	
(/� ��
���� �	 �� �������'	� �	 ��
� ��� �� ��� ��
� � �� &������� �� ��
� ��� �� ������� �
�	�(� �� �������'	 λ����!�,�����
-� .4�� �� �������'	
,� 	 �� ����� ������� (/�� ��% ��� �	 �������� ��� +��
' ������� ���	�
�� ����(�	
 �� �( �� +�	�
� �� �	� ���
�����'	 ,� ���(� 4������
����
�
�,�	� �� �����	��� �� �� , �
�	��	� �	��(�	
� �� �������'	 ���
!�,�����
-� �� ������
� � ��� �	
�� �	 �� N���
� �� ������O 	 	�����
� ���
�	 �	��&���� ����� ��� �	� �������'	 �(���)� �( λ���,���
-� λ��
���,�-�
�
�� .��(/� �� ��
� ����(� 
(�� �	 ���	
� ��� �� �������'	 ����� 	 ���
	� �	� ��������'	 	� �	� ���
�����'	�  	 ��� ���� ������(� ����(�	��
�	 ��� ����������	�� ��� �	+�(�	 �� �������'	 ������ �	 �� �	 �� ��&����
�� �	 ��� ����������	�� 4�, ��������	��  ���
�����	��� , �	 ��� 	�������
�����A�� �� ���� ���� �������� M	� -�
�(� ��� ��� ������(� �� �������	�
�� �� 4���� �� ��� �������� ��� ,� �	�
���(� ���� �� α*�	&����'	� �	
�� �	 �� �&�
�� ��
�(��	
� �	��������� �� &���������  �
 � 4���(� )��

�	
�� �� ������� �� �������'	 �� �������� �� �� λ*�������'	�
lamReduction(Expression,Result,Stack):-

nonvar(Expression),

Expression = app(Functor,Argument),

nonvar(Functor),

alphaConvert(Functor,ConvertedFunctor),

lamReduction(ConvertedFunctor,Result,[Argument|Stack]).

lamReduction(Expression,Result,[X|Stack]):-

nonvar(Expression),

Expression = lam(X,Formula),

lamReduction(ConvertedFor,Result,Stack).

lamReduction(Expresssion,Result,[]):-

nonvar(Expression),

\+ (Expression = app(X,_),nonvar(X)),

compose(Expression,Functor,SubExpressions),

lamReductionList(SubExpressions,ResultSubExpressions),

compose(Result,Functor,ResultSubExpressions).

�� -�
�(� �����(� �	� &����'	 �� �� �������'	 �	 �� ��� 	 
�	��(�
��� ��������	� �� �� ���
�� ��	 ���(�	
� �� �� �������'	 �� �	
���� , ��
�� ������� ��� �� �� �������'	 ,� ���������
lamReduction(X,Y):-

lamReduction(X,Y,[]).

 �
� ���/ �� �������� ��� �����(� �	 ��� ��������	���



���� ������	 ����
� FC

NL ��� FOL

.4�� �%� ��
�(� �������� �	 ��� 4����(��	
�� 	��������� ���� ����*
������ �	 ����� ��� 	� ���(�
� ����� �� �	� ����'	 ��� ��	���)� 	�
����
6��	
�� �	 � ��� ����� �� 957 � �� �J5� K���(� ��
 �	 �	 �����D
�)�(��� �	�� ����(� &�� �	 ����'	 � �� &����� ���
�	
�&�� 	(����
����� , �� ��
��(�	����� N�	6�7O , N����O�
5 ���(�� ��� 	�����
�(� �� ��
������� �� &�������� A ���� �	�
����
L(A)� .��% �� �	�� �	
��	 ��� ��@� ��� 	� �,����/	 � ����� �� �%(���
�� 95 �	 �J5� ���	��(� ��� �����(� 
������� ��� ����	��

%��� ��� ��
+ ��!�� ���
�
$
	 �"��� &
� 
 �����
 ��
+���� ���
� ����� 
 ���!��	
��

 � ������ ����� ��� A �����/ �	
�	�� �� �%(��� ���� �� 	(���� �����
+� 0��
� $
	 , %���� �� �%(��� ���� �� &���� �"���� ������ ��!��� , ��
�%(��� ���� �� ���
�	
�&� ���
� , ���!��	
��  (��A�(� ��
��,�	� ��
���(�	
� ��������� �� ��� ����	�� , �/	���� �	� �������	
���'	 &%� 5�(�*
�� �/����� �� 	(���� ����� �� �������	
��/	

+��� λ���,�-
0��
��� λ���,���
-

�� ���
�	
�&� �(�	�� , �� &���� �	
��	��
�&� ������	 �	� �������	
�*
��'	 ��(�����

���!��	
���� λ�����!��	
�,�-
��� ���� λ����� ,�-

���� �� &���� 
��	��
�&� ���(�

��!����� λ��λ��,�λ����!�,���--

�� &���� ��
��	��
�&� �� �������	
�	 ��

�"������ λ��λ��λ��,�λ��,�λ���"���,�����---
�6������	 2�� �
 7)� �	# ��	 	�� �	 �� ������!
 �� ������ �
 ��
� ����

	�	��
���	 ���
�	 �� ���� ��� 	 �
���
	����	� 8	� �	 �
� �
	����
��� �� �	�
����	�!
�



B" ������	 �� ��	�� 
� ���	� � ������	 ����
�

�� ��
��(�	����� �� �������	
�	 (����	
�

�������� λ��λ��∀,�,�-→�,�--

��� λ��λ��∃,�,�-∧�,�--

.4�� 	�����
�(� �	� (�	��� �� �������	
�� ��� ����	�� �	 �	� ��@�
���(� �� ������	
�

) −→ 6( 8(
6( −→ �9
6( −→ ��� 9�	
8( −→ ?�
8( −→ �� 6(
8( −→ ?J �J
?J −→ �� 6(
�J −→ ��� 9�	
?� −→ ��� �
�� −→ ��!��V�����
�� −→ �"���
9�	 −→ ���
�V���!��	
�
�9 −→ + V0��
V$
	 V%��� V&
�
��� −→ 
V�����

 �
� ��@ ��	��� ��� ����	�� ��� ���
�	��(� (����� �� � ��� ��*
��� �� /��� �� �	/����� ��� 	�����
�(� ���� �� ����� �� 
�������'	� ��
�)�(�� ���� �� ����'	 %��� ��� � 
�	�(�

%��� ��� �
sing(bill)

�������
������

������

������
�������

������

%���
λy.y(bill)

��� �
λv.sing(v)

���� �� ����'	 �
�	�(�+ ����� 0��




���� ������	 ����
� B#

+ ����� 0��

love(ed, lola)

�����
�����

����

�����
�����

����

+
λv.v(ed)

����� 0��

λy.(love(y, lola)))

���
���

���
���

���

���
���

���
���

���

�����
λx.λy.(x(λz.love(y, z)))

0��

λu.u(lola)
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6λ��λ��∃�,�,�- ∧ �,�--7

�����
 �
6λ�������
 �,�-7

�	�� ���� 	� (���
�� �� �������'	 �
�	��� �� ������� ��� 4�)� , ����*
����� �	 �� λ*�������'	 , �	 ��� 	������� 4����	� ���� �� α*�	&����'	�
 �
� (��( ������(��	
 � ���(� ���&�� � ���� (�, +/���(�	
�� 
��	�*
������	� �� ��@ �	 �	� ���(/
��� �� ��/������ ���	���� 6��@7� (���	��(
��� ,� &��	� �	
����� �	 ����� �� �)�(��� �� ��@ ��� ���(� ������%�

s(app(NP,VP))-> np(NP), vp(VP).

np(PN)-> pn(PN).

np(app(Det,Noun))-> det(Det), noun(Noun).



B! ������	 �� ��	�� 
� ���	� � ������	 ����
�

vp(IV)-> iv(IV).

vp(app(TV,NP))-> tv(TV), np(NP).

vp(app(app(DV,IO),DO))-> io(DV,IO), do(DO).

do(app(Det,Noun))-> det(Det), noun(Noun).

io(DV,IO)-> dv(DV), np(IO).

 � ����(�	
 ��
��� �	 �� ��� �A������ �� �� ������ 	� ���&� ���� �����
�� �������	
���'	 �	 ��(��� �/���� � �� ��������� �� �� �����4�� �� (�*
	��� ��� ���% �� �	�� �	����(� �	 ��� +�(� ����	 ��������� �� +�	�
� ,
�� ����(�	
 ���� �	������ �	� �������'	 ��� 
�� ��� ��� �A������ �� ��
������ 5� �	+�(���'	 ������� �� ���(� �������	
�� 
�(���	 �( ������ ��
�	� ��@� �	 �� +�(� ������	
�

noun(lam(X,beverage(X)))--> [beverage].

noun(lam(X,woman(X)))--> [woman].

noun(lam(X,rock_star(X)))--> [rock,star].

iv(lam(X,sing(X)))--> [sings].

pn(lam(X,app(X,ed)))-> [ed].

pn(lam(X,app(X,lola)))--> [lola].

det(lam(Y,lam(Z,all(X,imp(app(Y,X),app(Z,X))))))--> [every].

tv(lam(X,lam(Y,app(X,lam(Z,love(Y,Z))))))--> [loves].

dtv(lam(X,lam(Y,lam(Z,app(X,lam(W,app(Y,lam(U,offer(Z,W,U)))))))))-->

[offers].

�( ���(� &��� ��(���(�	
� ��
�(� ��	� �� ��������'	 �	 ����
���	� �� �������	
���'	 ��� ,� ��&���(� �� ��(��� �/����� )�	
 �	 ��*
���� �� �	� ��@� I �� �� 
�� �	 ��
� �������	
���'	 ,� ���(� �
�	��
��� +'�(���� ���������  	
	���� �� �����A�(� �� �	���
�
?- s(Z,[ed,loves,lola],[]),lamReduction(Z,Res).

J�
�	�(� �( �������
�
Z = app(lam(_G27,app(_G27,ed)),app(lam(_G36,lam(_G39,app(_G36,lam

(_G45,love(_G39,_G45))))),lam(_G51,app(_G51,lola)))),

Res = love(ed,lola) .

5� ���(��� �	���
� 	� �� �� �������	
���'	 �	 ��(��� �/���� �� �� ����'	
+ ����� 0��
� ��� �� �� �� �� �������� s/3� �	 +�(� �� �	� ��+���	��� ��
���
���  � �����
�� �� 4���� ��
 �	�
�	��� � �� &������� Z �	 ��
� �����*
��	
���'	� 5� ����	�� �	���
�� ��� �������� lamReduction/2 ���� � ��
&������� Res �	 �� �������'	 ,� λ*�������� ��� �� �� +'�(��� �� �J5 ���
����/��(��
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	��&� �������� ��� 	� �,���	 ���� �	�
���� �� ���� �� � ��� ���/ ��
��	���)� �� ��H 6���(�� ��% �� ��� ������ �	 �	���� �� ����� ����
(�	

+ H��	
�����7� ����	��(�	
� ����� �� �	
���� ���� �	���A�� �� ��	���)�
	�
����� ����� �	� �����(���'	 �� 	����
 � ������� ����(� ������ 	���*

�� ��������� �������&� , �'( �� �����	�	 (��4�� �� ��� �	�	&�	��	����
��� �� 
��%� �� 
��� �� �� �����'	 ���&�� �����	
����

!��� ������������
� ���
�������
�

 (��A�(� �	 �	� ���	���'	 �� �� 
����

-���� ��#�������
!� �
�+���
 �� �
� ���
� T �� �� ��
�,� �� ���
� �������
��� �� ��#�� �
�%

��� e, t ∈ T

���� �� a, b ∈ T ���
���� 〈a, b〉 ∈ T

����� �� a ∈ T ���
���� 〈s, a〉 ∈ T

.��% �� 	��&� ���	
� e , t �	 	���
�� 
��� �/����� �	 e ������	��� �
��� �	
������ , t � ��� �������	�� ��� 
(�	 �	 &��� �� &������ �� ��/�����
6��7 ���� 
��� �(����
� 
�(���	 �� ����� ��� �	
��� � 	��& �� �� ��/�����
6���7� ��� 	� ���(�
� +�(�� �	 	��& 
�� 6〈s, a〉7 �� ���� 
�� a� 9
�(�
��� �� ���'��
 �� s� �� ����� �	 	��& 
�� �(����
 a� � ���
�� �� �	 
��
a� , ��� 	 �� �	 �% (��( �	 
��� 5�� �������	�� ��� 
�� 〈s, a〉 &���(� ���
���/	 ��� ��� �������	
�	 �� �	
�	��	������ ��� ��	���)�� )���	� �� �����
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B$ ������	 �� ��	�� 
� ���	� �������	���

�� +�	��	�� �� (�	�� ������� � �	
������ �� 
�� a�  	 ��
� ��	���)��
�	��������(� �� ������	
� &���������

���� ���� 
�� a �	 �	)�	
 �	�	�
 V ARa �� &�������� ��� 
�� a

�� �	��
�&� ¬� ∧� ∨� →� ↔

�� ���	
�������� ∀ , ∃

�� �%(�� �� ���	
���� =

�� �������� �� ♦� ∧ , ∨

�� ����	
���� ( , )

���� ���� 
�� a� �	 �	)�	
 6����� ��� &��%7� CONa �� �	�
�	
��
�� 
�� a

5� ��	
���� �� ��/�
���(�	
� �� (��(� �� �� 
��%� �� 
��� �� �� �����'	
�	
�����

-���� ��#�������
���
��	
� �
� WEa �� �
�+���
 �� �������
���  ��� �
�	���� ��� ���
 a�

��� �� α ∈ V ARa 
 α ∈ CONa ���
���� α ∈ WEa

���� �� α ∈ WE〈a,b〉 � β ∈ WEa ���
���� (α(β)) ∈ WEb

����� �� φ, ψ ∈ WEt ���
���� ¬φ, φ ∧ ψ, φ ∨ ψ, φ→ ψ, φ↔ ψ ∈ WEt

���� �� φ ∈ WEt � v ∈ V ARa ���
���� ∀vφ, ∃vφ ∈ WEt

��� �� α, β ∈ WEa ���
���� (α = β) ∈ WEt

���� �� α ∈ WEa � v ∈ V ARb ���
���� λv.α ∈ WE〈b,a〉

����� �� φ ∈ WEt ���
���� �φ,♦φ ∈ WEt

������ �� α ∈ WEa ���
����
∧α ∈ WE〈s,a〉

���� �� α ∈ WE〈s,a〉 ���
���� ∨α ∈ WEa

��� ���
 �
� �������
���  ��� �
�	���� ��� ��� �� 
 ������ �
� 	���
 ��� ��

�� ��� ������ ���(���� �� �'	��
 #���
 �� ������
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5�� ��/������ 6�7R6&�7 �	 ���	
���� � ��� ��� ,� 
�	%�(� ��� ��	���)�
�� �� 
��%� �� 
��� 	 �	
�	��	���  � �	��� 6&��7 �	
����� �� ��������
(����� �( � 4��%�(� 4��4 ���� �� ���(��� �� ��	���)�� �	
�	��*
	���� ��&������ 9
�(� ��� �� �������� � , ♦ �'� �� �����	 ������� �
���� ��� 
�� t 6 +'�(����7� 5� �������� ��� �����	 �����
��	� ��
��D�
�	 �� �����	
��� �	 �� �	���� 6&���7 , 6��7� 5� ���� ��
�/� �� ��
� �� ��
������	
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K��
� �4�� 4�(� &�	�� �����	� �	 �	� �(�������'	 �� 
��
�� ��
�	
��
� ����� , ��� �	�
�����	�� ������� �	 ����� ��(� ��� �� ���	����
�� ��
�	��	������ 	 �� ��(��%� �	 ��
� ����� , ��� 4��%� ��� &�� (/�
���/ �� �	� ���	
���� ���� ���(�
�� �� ���
�
���'	 �� N������� �� �������WO�
>����
� ��� �	� (�	��� �� ����	
�A�� �� ���	���� �� ��
�	��	������� �	
�	
��
� ����� �� ���	��	� � ��� ���(���(� (/� 
���� ��	����'� ��
�	� �������'	� �� (�	��� ���� �� �� �������	�� 
��	�	 �� (��(� ��	����'��
�� �����	 ���
�
���� �����
�	� �� �	
�����
���'	 �� �� �������'	 �	 �� ��� ��
���
�
�,��

 � ������ ∧� ���(�� N���O ' N������O� ���/ �� �	������ �� �
�	��
���4� ��	����'� �� �	� �������'	 �� 	�
��� ��� 
�(���	� ����(� 
�	��
�	� +�(� �� �
�	�� �� �������'	 6 ��	����'� �( ���(���(� �������7�
�� �� ��� ������ �	� ��	����'��  � ������ ∨� ���(�� N
�A�O  N���)O ���/
�� ��� ��
� � ���� �� ���4� 
�����

I� ����� ��
� ��	
� ���(� &�� �( ���/ �� �(�	� �� �	
�����
���'	
�� ��� ��� 
�� 〈s, a〉� ��� �� 	� ��(� ���	
�� �� �� �	&������ �	 ��
��	
���� ��� ������ ∧� 5� �	
�����
���'	 �� �	 
�� �	
�	��	�� 〈s, a〉 �����/
��� �	� +�	��'	 ��� &�,� �� (�	�� ������� � ���(�	
� ��� �(�	� ��
�	
�����
���'	 ��� 
�� a

.4�� 	�����
�(� &�� �� �(�	�� �� �	
�����
���'	 ��� 
�	��/	 ���
�������	�� �� ��+���	
�� 
����

-���" ��#�������
���� D �� �
�+���
 �
 ���,
 � W �� �
�+���
 �
 ���,
 �� 	���
� �
�� ���� !�
�
	���
 �� �������������� ��� ���
 a ���
���
 Da,D,W �� ��#�� �
�%

��� De,D,W = D

���� Dt,D,W = {0, 1}
����� D〈a,b〉,D,W = D

Da,D,W

b,D,W

���� D〈s,a〉,D,W = DW
a,D,W

 	 ��
� ���	���'	 4�(� ��
������� � ��� ,� &�	%�(� �����
��	�� ��
	��&� (�
���(� �� ���%	���� D� � �	���� �� W � ���	� 	 4�,� ����� ��



BE ������	 �� ��	�� 
� ���	� �������	���

��� ?	
�����
���'	
〈s, e〉 ������ �� ������ � ���������$ �����
�� ����������

〈s, t〉 ������ �� ������ � ������� �� ������$ 
��
������

〈s, 〈e, t〉〉 ������ �� ������ � ���!����� �� ���������$ 
��
����� �� 
����� �����

〈s, 〈e, 〈e, t〉〉〉 ������ �� ������ � ��������� �� ��������� � ���!����� �� ���������$ ���

����� ������� �� 
����� �����

〈s, 〈〈e, t〉, t〉〉 ������ �� ������ � ���!����� �� ���!����� �� ���������

〈〈s, e〉, t〉 ������ �� �����
��� ������������ � ������� �� ������$ ������� �����������
���� �� ���!���� �� �����
��� ������������

〈s, 〈〈s, e〉, t〉〉 ������ �� ������ � ���!����� �� �����
��� ������������$ 
��
����� ��

�����
��� ������������

〈〈s, t〉, t〉 ������ �� 
��
��������� � ������� �� ������$ ������� �������������� �� 
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����� $�#� ���� ?	
�	��	���� � ?	
�����
���	��

�	+���'	� ���(� �	 �)�(�� �� �( +�	��	��  � �(�	� �� �	
�����
�*
��'	 ��� 
�� 〈s, t〉� �� ������ �� �	��� 6�&7� �� D〈s,t〉 = DW

t = {0, 1}W � ���
�� �� �	)�	
 �� +�	��	�� �� W �	 �� &����� �� &������ �	
	���� �	�
�������'	 ��� 
�� 〈s, t〉 �� ������ � �	� +�	��'	 �� (�	�� ������� � &�����
�� &������ 5��(���(� � ���4�� �������	��� (��(���������� .�%� D〈s,t〉 �� ��
�	)�	
 �� �������	��� .4�� ���	� D〈s,〈e,t〉〉 = DW

〈e,t〉 = ({0, 1}D)W �� ��
�	)�	
 �� +�	��	�� �� (�	�� ������� � 6+�	��	�� �����
��%�
���� ��7
�	)�	
� �� �	��&����� �� (� ��� �	� �������'	 �� 
�� 〈s, 〈e, t〉〉 �� ��*
���� � �	� +�	��'	 �� (�	�� ������� � �	)�	
� �� �	��&����� I� ��� ��
�	)�	
� �� �	��&���� ���&�	 �( �	
�����
���	�� �� �� ���������� , ��
��������� 
(�	 ��+���	
�� �	)�	
� �	 ���� (�	� ������� ��
� +�	��'	
����� 
(���� �( �� �	
�	��'	 ��� ��������� 5��(���(� � 
�� �	
�	��'	�
(��(��
�

5� 
���� 6$�#7 (���
�� ��� �	
�����
���	�� �� �� 
��� 	��&� 〈s, a〉� ����
����	� ���� , �� 	(���� �	 �� ��� 	� ��+�����(� � �������	�� �� ���

��� 5� 
���� ���� �(���
���� )�	
 �	 �� 
���� 62�!7 ���� �
�	�� �	�
���������'	 �(���
� �� �� 
����

�	 ��
 ���4� ���(� ����� � ��� ���/ �	 (��� �� �� 
��%� �� 
���
�	
�	��	���

-���- ��#�������
)� 	
���
 M �� �� ��
�,� �� ���
� �������
��� �
������ ��%

��� )� �
�+���
 �
	���
 �
 ���,
 D



���� �	��������	��� �������	����� BF

���� )� �
�+���
 �
 ���,
 W �� 	���
� �
�� ���

����� )�� ��	���� �� �����
��� �� �������������� {Ii} ��� ��� � ���� �
�������
��� ���
 a �� ������ ��� ������� ��� �� ��� �
�+���
 �� 	���
� �
�� ���
W � �� �
	���
 �� �������������� Da

��(���	 	�����
�(� �� �	� +�(���� �� +�	��	�� �� ����	���'	 {gi}� 
��
��� � ���� &������� ��� 
�� a �� ����	� �	 ���(�	
 ��� �	)�	
 Da�

9��&�(�	
� ���(� ��	��� �	 �	� ��� +�	��'	 �� �	
�����
���'	 I� ��
���� �	���
�� ���� ���� 
�� a� �	 �� +�	��'	 Ia� 5 (��( �	 ��� ����	���*
	��� .�%� ���(� (�
�� �� ���%	����� J����&�(� ��� �	 ��
� ���	���'	 	
4�(� 4��4 (�	��'	 �� �� ������'	 �� �������������� ��
 �� ���� � ��� �	��*
������(� �� ������'	 �	�&����� ��� �	
��	� ��� ����)�� �� 
�� �� (�	��
�������� J
�� ��� ��� �	&��	� ������ �� ��� �� +�	��'	 �� �	
�����
���'	 I�
�4�� 	 
��
� � ��� �	�
�	
�� �( �����	����� �%���� 6��	��� �	 
��
�*
(��	
 �� ��
� 
�� 
��&%� �� ������� �� 
(�(� �	� +�	��'	 �	�
�	
� ��
W �	Da7�  	 ��(��� ��� �� ���
�	
� &����� �	 ���� (�	� ������� �� (�*
	��� ��� �� α �� �	� �������'	 ��� 
�� a� , w ∈ W � �	
	��� I(α)(w) ∈ Da�
���(���(� � ��
� ���(�	
 �� ���������
 �� α �	 w� .4�� �%� ���(� ���
�� ��(/	
��� �� ��
� 	��& ��	���)�� ��� �	 (��� M� �	 (�	� w� �	�
�������'	 α , �	� ����	���'	 g� ��	
���(� �� �α�M,w,g � �� ��	����'� 
���������
 �� α �	 w ���� M , g�

-���. ��#�������
��� M �� 	
���
 �� �� ��
�,� �� ���
� �������
��� w ∈ W � g ��� �����������

��� �� α ∈ CONa ���
���� �α�M,w,g = I(α)(w)
�� α ∈ V ARa ���
���� �α�M,w,g = g(α)

���� �� α ∈ WE〈a,b〉 � β ∈ WEa ���
���� �α(β)�M,w,g = �α�M,w,g(�β�M,w,g)

����� �� φ, ψ ∈ WEt ���
����
�¬φ�M,w,g = 1 �� � ���
 �� �φ�M,w,g = 0
�φ ∧ ψ�M,w,g = 1 �� � ���
 �� �φ�M,w,g = 1 � �ψ�M,w,g = 1
�φ ∨ ψ�M,w,g = 1 �� � ���
 �� �φ�M,w,g = 1 
 �ψ�M,w,g = 1
�φ→ ψ�M,w,g = 0 �� ���
 �� �φ�M,w,g = 1 � �ψ�M,w,g = 0
�φ↔ ψ�M,w,g = 1 �� � ���
 �� �φ�M,w,g = �ψ�M,w,g

���� �� φ ∈ WEt � v ∈ V ARa ���
����
�∀vφ�M,w,g = 1 �� � ���
 �� ���� �
�
 d ∈ Da : �φ�M,w,g[v/d] = 1
�∃vφ�M,w,g = 1 �� � ���
 �� ��� �� d ∈ Da : �φ�M,w,g[v/d] = 1

��� �� α, β ∈ WEa ���
����
�α = β�M,w,g = 1 �� � ���
 �� �α�M,w,g = �β�M,w,g



BB ������	 �� ��	�� 
� ���	� �������	���

���� �� α ∈ WEa � v ∈ V ARb ���
���� �λvα�M,w,g �� �� ������� h �� Da ���
��� ���� �
�
 d ∈ Db �� ����� ��� h(d) = �α�M,w,g[v/d]

����� �� φ ∈ WEt ���
����
��φ�M,w,g = 1 �� � ���
 �� ���� �
�
 w′ ∈ W �� ����� ��� �φ�M,w′,g = 1
�♦φ�M,w,g = 1 �� � ���
 �� ��� �� w′ ∈ W ��� ��� �φ�M,w,g = 1

������ �� α ∈ WEa ���
���� �∧α�M,w,g �� �� ������� h �� DW
a ��� ��� ���� �
�


w′ ∈ W �� ����� ��� h(w′) = �α�M,w,g

���� �� α ∈ WE〈s,a〉 ���
���� �∨α�M,w,g = �α�M,w,g(w)

5�� ��+���	���� ��� �����	 ������� �(�������� �	 ��� ����
�&�� � ��
�	���� 6&���7 , 6��7� K��%�(� ���4 ��� �	� �������'	 �� 
�� 〈s, a〉 
��	�
�( �(�	� �� �	
�����
���'	 �	� +�	��'	 �� (�	�� ������� �	 ���� ���
�(�	� Da� �� α 
��	� 
�� a� �	
	��� ∧α 
��	� 
�� 〈s, a〉� �� (� ��� ��
������	�� ����	� �� ���� +�	��	��� ���� ����� ����
�(�	
� ��/� �� 
���

(�(� �	 (�	� w′ ∈ W,w′ �= w� , &�(� ��� ��
�	��'	 
��	� ���% α�
)�	
�	� 
�� ��
� &����� �� �( �
�	�(� h� �� ��
�	��'	 �� ∧α� ��
�)�(��� �� R �� �	 �������� �� ���(�� ���	 6�� 
�� 〈e, t〉7� �	
	��� ∧R
�� �� 
�� 〈s, 〈e, t〉〉 �� � ��� �� ��
�	��'	 ���� ��� �	� +�	��'	 �� (�	��
������� � ���� ��� 
�� 〈e, t〉� ��� (�)� ��� 
(�� � ��� �� �������� R
���	���� �	 ���� (�	� w� ��
 �� )��
 � ��� 	� ���� �� ���	���'	 ���
���/ �� &���� ���� h �� �� +�	��'	 ��� �	 ���� (�	� w 
(� �( &���
�R�M,w,g�

 	 ���	
 � ��� �������	�� ��� 
�� 〈s, a〉� ��� ��
�	��	��� �( �����*
(� �� &��� �	 +�	��	�� �� (�	�� ������� �	 ���� ��� 
�� a� ,� ��� ∨

������� � �	� �������'	 �� ��
� 
�� 	� ��)� ��� �� 
�� a� 	 �� 	� �����
��� (�)�� ��� ����	���� � ��� �� 
�� ��) �� +�	��'	� ��� �� �� ��
�	��'	 ��
�� �������'	 ����	��� �	 ��� (�	�� M	 �)�(��� �� l �� �	� �	�
�	
� �� 
��
〈s, e〉� �	
	��� �� ��
�	��'	 �l�M,w,g �� �	� +�	��'	 �� (�	�� ������� � �	*
��&����� �� � 
�	
� ���(� ��������� � w ���4� +�	��'	� �� ������ �l�(w)�
��
 �� )��
 � ��� ���� �� ���	���'	 ��� �� �� ��
�	��'	 �� �� �������'	 ∨l�

K��
� �4�� 4�(� ������ ���(�	
� �	 ��� ��
�	��	�� �� ��� �����*
��	���  � 4�� �� �	
������ �� ���	���'	 �� �� �	
�	��'	 �� �	� �������'	�
5 ��� ,��� ��
�/� �� ��
� ���	���'	 �� 
��
�� �� ����&�� �� �����(� ��
�� ���
�
���'	 �	 �	
��
� ����� �� �����(� ������ �	 ��� �	 �	��&���
����� 
�	�� �	� ��+���	��� �	 �	 �	
��
 , 
�� ���
�	
� �	 
�� �� 
�&����*
(� �	� (�	��� �� ��&���� �� ��+���	��� �� �	� �������'	 �	 ���� �	
��
�
���%�(� &�� �	 ��� (�	�� �� �������	�� α , β �	 ������� , �	 ��/���



���� ����������� 
� ∧� ∨ � ����
� �	�������� BC

	� ��� ��
 �� �������(�	
� � ��� �� +�	��'	 �� (�	�� ������� �	 ��*

�	��	�� 4���� ��	
���(� � �� �	
�	��'	 �� �	� �������'	 α� ����
�&� � �	
(��� M , �	� ����	���'	 g �( IntM,g(α)�

-���/ ��#�������
�� α ∈ WEa ���
���� IntM,g(α) �� �� ������� h ∈ DW

a ��� ��� ���� �
�

w′ ∈ W �� ����� ��� h(w′) = �α�M,w′,g�

�	 ��
� ���	���'	� ���(� ��&���� ��� ��+���	���� �� �	� �������'	 �	
���� (�	�� .4��� �� �� �������	�� α , β 
��	�	 �� (��(� �	
�	��'	� ���*
	���� ��� ��� +�	��	�� IntM,g(α) = IntM,g(β) �	 �������� �	 
��� ���������
���	���� ��� ��� ��+���	���� �� α , β �	 ��� (��(�� �	 ���� (�	�� �� ��*
���� ��� �α�M,w,g = �β�M,w,g �	 
� (�	� 6IntM,g(α)(w) = IntM,g(β)(w)7�
 � ���%���� 	 �� ��(��� �	 ��	����� , ��� ��
 �������(�	
� � ��� ��*
��	��� �����(�� �	 �� ���	���� �� ��
�	��	������� �	 �	
��
� �����
.��(/�� ����(� 	
�� ��� �� ��(/	
��� ��� ������ ∧ ����������(�	
� ��
�� �� (�	��� ��� ��	���� �	 �� �	
�	��'	 �� �	� �������'	� ��
 ��� ���
�∧α�M,w,g = IntM,g(α)� �� ��
� �	 �� �	 �� ��� �� ������ N���O 	�
���(�
� �
�	�� �� �	
�	��'	 �� �	� �������'	 α �	 
��(�	� �� �� ��
�	��'	
�� �� �������'	 ∧α�

��	��(�	
� ���(� �	�	���� �	 
���(�� ��� ��
������ �� �����
�� ���
����%�(� �
�	��� ����� ��� ��&���(� �� �����(�� ��� �����	
�	 ��� �	�*

�����	�� �	
�	��	����� �	 �	
��
� ����� �	 �� ���	���� �� 5���	�A�

-���5 6�
��	��
���� α � β �������
��� �� �� ��
�,� �������
��� �� ���
�� !��
����
∧α =∧ β |= γ = [β/α]γ

!��� ���
������� 	
 ∧" ∨ # �� 	� ���$
�����

 � 4��4 �� ��� �� 
��%� �	
�	��	�� �� 
��� 
��	� �������	�� ��,� ��*

�	��'	 &��%� �� (�	� �	 (�	�� 	� +�A� � ��&���� �� 	��&� ���	
� ��)
��� �	����	�� �� ��(��� �	&����'	 ��
��+��� ��� λvβ(γ) = [γ/v]β�

.	
��� �	&��	� 4���� 	
�� ��� ∨∧α �� ����&���	
� � α ���� 
�� �����*
��'	 α �� �� 
��%� �	
�	��	�� �� 
��� 6��	
�(��� L ���� ����&���7�  	
���	
 � ∧∨α �� ������� �� 	�����
� ��� ����
� �	����'	 ���� ����	
�A�� �	
�����
�� ��(����� ��� ���� ��� ��
� �	����'	� ���(�� 	�����
�(� ��&����
����	�� �����

-���� ��#�������



C" ������	 �� ��	�� 
� ���	� �������	���

��#��	
� �� �
�+���
 �� ��� �������
��� �������
���	���� �������� ICEL �
	

�� 	,��	
 �� �
�+���
 �� WEL ��� ���%

��� �� v ∈ V ARa ���
���� v ∈ ICEL

���� �� α ∈ WEa ���
����
∧α ∈ ICEL

����� �� φ ∈ WEt ���
���� �φ,♦φ ∈ ICEL

���� �� α ���7 �
�������� �� ���	���
� �� ICEL �����
 �
��	���� �
������
�
������#���
��� � �� 
�����
� λ ���
���� α ∈ ICEL

-���� 6�
��	��
�� α ∈ ICEL ���
���� �α�M,w,g = �α�M,w′,g ���� �
�
 M,w,w′�

M	� �	�����	��� �� 6$�!7 �� �� ������	
��

-���" 6�
��	��
�� α ∈ ICEL ���
���� ∧∨α �� ����������� � α�

3�) ��� (��(�� �������	�� �� 6$�!7 �� ��� ���(� +�(���� �� ������	*

� �����
���

-���- 6�
��	��
���
���	
� ��� β ∈ L, γ ∈ ICEL � v ��� ����� �� ����� ���%

��� �
��� ��� ����� ��� �� ��� �� γ �
� �� ��� ���� v �� β�

���� γ ∈ ICEL 
  ��� �
 ��� 
���������� �� ��� �� v �� β ��� ���&�  �+
 ��
������� �� �,♦ 
 ∧�

!��
���� λvβ(γ) �� ����������� � [γ/v]β�

 	 ��
� ((�	
�� �� 
��%� �� 
��� �	
�	��	�� ��� 4�(� &�	�� ���*
	��	�� �� ��/�
���(�	
� �� (��(� �� ��H� ���(�	
� +��
� �	����� �� ����*
���� 
�(������ 6��� ,� 4�(� ��&���� �	 �	
�������� �	 �� ���%
�� !7�
, �� ��
����� ��� ���	����� �� �� ��� ����+�
�	���(�	
� 	 ����(�
4����� �	 ��������� ��	��� ��������(� (�	��	�� ��� �� ������
 �	
�� ������	
� �����'	�

.� �	������� �� �������� 
�(������ P � H � F , G� �� -	��� �(�����*
��'	 ��� �� �����	
� �� �� ��(�� ��� ���� �����A���� �� �	 �� �(�	�� ��
�	
�����
���'	�  	 ��������� �'� �� ��/����� 6�&7 ��+�� �	� �����D� (�����*
��'	� �	&��
��	��� �	



���� ����������� 
� ∧� ∨ � ����
� �	�������� C#

-���. ��#�������
��� D〈s,a〉,D,W,T = DW,T

a,D,W,T

I� ��� �4�� ����(� �	������� 
�	
 (�	�� ������� �( ((�	
�
�	 �� 
��(�� 
�	�(� ��� ���� �� �	)�	
 W ×T � ���� �������	
�� (�	��
������� �	 �	 ((�	
 ���� 5�� �������	�� ��� 
�� �	
�	��	�� 〈s, a〉 ��
�	&���
�	 ��% �	 +�	��	�� �� %	����� 6��� �������	
�	 (�	�� �	 ((�	
�7
� ���� ��� 
�� a� �� ������
 ��� �� +�	��'	 �� �	
�����
��'	 I 
�(���	
���� ����
����� .4�� ����	��/ � ��� �	�
�	
�� α ��� 
�� a �	 ���(�	
 ���
�(�	� DW×T

a �	 ���� %	���� (w, t) ∈ W × T �  �
� �����	���'	 �+��
� � ���
��/������

-���/ ��#�������
8�+
 ��� ��������� �� �-���� 3�� ���������� ���	���9�� � �
� ���������
� �����
��

����� �� φ ∈ WEt ���
����
��φ�M,(w,t),g = 1 �� � ���
 �� ���� �
�
 w′ ∈ W � t′ ∈ T  �φ�M,(w′,t′),g = 1
�♦φ�M,(w,t),g = 1 �� � ���
 �� ��� ���'� w′ ∈ W � t′ ∈ T  ��� ���
�φ�M,(w′,t′),g = 1

������ �� α ∈ WEa ���
���� �∧α�M,(w,t),g �� �� ������� h ∈ DW×T
a ��� ��� ����

�
�
 w′ ∈ W � �
�
 t′ ∈ T  �� ����� ��� h((w′, t′)) = �α�M,(w′,t′),g

���� �� α ∈ WE〈s,a〉 ���
���� �∧α�M,(w,t),g = �α�M,(w,t),g((w, t))

5 ���(�� � 	
�� �	 �� ���	���'	 �� ��� � ���	���� �4�� 	�������� �	

� 
��(� ������� .��(/� 4�, ��� �D���� ��� ��/������ ������
�&�� ����
P � H � F , G�

-���5 ��#�������
��� �� α ∈ WEt ���
����
�Hφ�M,(w,t),g = 1 �� � ���
 �� ���� �
�
 w′ ∈ W � �
�
 t′ ∈ T, t′ < t
�φ�M,(w′,t′),g = 1
�Pφ�M,(w,t),g = 1 �� � ���
 �� ��� ���'� w′ ∈ W � t′ ∈ T, t′ < t ��� ���
�φ�M,(w′,t′),g = 1
�Gφ�M,(w,t),g = 1 �� � ���
 �� ���� �
�
 w′ ∈ W � �
�
 t′ ∈ T, t′ > t
�φ�M,(w′,t′),g = 1
�Fφ�M,(w,t),g = 1 �� � ���
 �� ��� ���'� w′ ∈ W � t′ ∈ T, t′ > t ��� ���
�φ�M,(w′,t′),g = 1
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� ���	� �������	���

!��� �������� 	
 %������


 	 ��
� ���
� ��&�����(� �� ���
�(� ��H �� �	
����� 	 ��&�����(�
�����(�	
� �� ���(/
��� �� �	
���� �( 
��� ��	 ���(�	
� �� ��	���)�
��� ��&�	
� ��� ������
���� �������� � ���
�� �� ��� �(���:������ �� ����	*
��� �� ��� (
�& 	� 4�(� ��+���� �� ���
�(� �� �	
���� �( ��H�
����(� ����	�� ��������	�� ��� 
��	� ��
� ���
�(� �	 �� (����� ��� ��	*
���)� 	�
����� ���
�����(� ���� �� (�	��� ��� �	
���� �	
���) ����
�	
������
�� �� �+��
� �� �� ����	��	��� ������� �	 �� ���	����� �� ����
��
����	�� , ��&�����(� �	� �����(���'	 (/� (���	� � ��
� ������
� ��*
���� �	 � ��� �� 4� ��	(�	�� �	 �� -�
�(� �%�� �( ��(�����	
������
�����	��
� �����(���.�

� 6���
�	�� �����(���.� ��(�����	
	����7�

,� ��� ��-

�( ,� (�	��	�(�� �� ���
�(� ��H �� �	
���� �� �� ��	���)� ��
�� 
��%� �	
�	��	�� �� 
��� �	 �� �������� ��(���� ��� , 
�A�� M	
�����(� ��� �	
���� ���' ����&�� �� ���� ��H +��� �	
�� 
��� �� ���
�� �����	
� �	 ��� �(���:������ �� ����	��� .(���:������ ��� �������	
�� 
��
�� ����	�� �( ����� ���
� ����� 
 ���!��	
� , ����� (����	 ���
��	 ���!��  	 �� ���%
�� # (�	��	�(� ��� �� ���(��� ����'	 ����� ��*
�����	
���� �� ��� +'�(���� 6#�27� , 6#�$7 ��� ����
�(� ���) �	 ��� (��(
���	

6#�27 ∀x(woman(x) → ∃y(���!��	
�,�- ∧ love(x, y)))
6#�$7 ∃y(���!��	
�,�- ∧ ∀x(woman(x) → love(x, y)))

��	
/�
���(�	
� 	 4�, �����(� �	 ��� ����	��� �(��� �	 +'�(���� ��
�� �J5�  � �����(� �� �����	
� �� �	
�����
����� ��(/	
���(�	
�� ��� �	*

�� �� ���	
���	� �	 (/� ��
����� 	�����
�(� 4���� ����
� �������� 5�
��
��
���� � ������ �� ��(���� � �� ��� 
(�(� �	 62�!�27� �	�� ���	%�(�
�	 �	)�	
 �� ��
���%�� �/����� , ����&����� ��� �(��
/��(� �	 ����*
	�� ��
���%�� ��	�:%�
����� �/��(� �������	
���	�� �	 ��(��� �/���� �
�� ���(�	
� ���������� , ���	� �	� ��@ �	�
��%�(� /����� �� �	/�����
���� ��� ����	��� M����(� ���� (��(�� �������	
���	��� )�	
 �	 �� ��@
���% ������
�� K��
� �4��� 4�(� &�	�� (�	�)�	� ��� ��@� ��	��	� �	
��� �� ��� �����4 �� �� ������ �(�	�  �	+�(� �� ��� �A������ ��
�� ����� �	 ��� ��
���%�� ��� ���% �������	 �� ��(��� �	��
�	���'	� ���
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 �� �� �������
Fórmula de Entrada:

1 woman(cindy)

Mundo: w1

Ejemplo de Modelo: 1

Estado: No satisfacible en el modelo.

Checador de Modelos dice: Satisfacible en el modelo. ¡RESULTADO INESPERADO!

Fórmula de Entrada:

1 some(A,woman(A))

Mundo: w1
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Ejemplo de Modelo: 1

Estado: Satisfacible en el modelo.

Checador de Modelos dice: Satisfacible en el modelo. ¡CORRECTO!

Fórmula de Entrada:

1 not(some(A,woman(A)))

Mundo: w1

Ejemplo de Modelo: 1

Estado: Satisfacible en el modelo.

Checador de Modelos dice: No satisfacible en el modelo. ¡RESULTADO INESPERADO!

Fórmula de Entrada:

1 some(A,nurse(A))

Mundo: w1

Ejemplo de Modelo: 1

Estado: Satisfacible en el modelo.

Checador de Modelos dice: Satisfacible en el modelo. ¡CORRECTO!
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